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多源异质监测量负荷形变场径向基函数逼近算法 

ETideLoad4.5，章传银 

ETideLoad4.5 充分推导与完整实现了负荷 SRBF 谱域逼近（表示）与负荷效应（负

荷形变场）SRBF 综合算法，以有效解决负荷格林函数的高阶振荡与不收敛，格林积分的

频谱泄漏与奇异性问题，进而提出基于谱域 SRBF 表示的固体地球物理解析约束方法，

以解决 GNSS、重力、水准、地倾斜与地下水等多源异质监测量的深度融合问题，并严

格在动力学框架中实现了多种异构大地测量与地表环境负荷的协同监测。 

8.7.1 地面负荷等效水高球面径向基函数表示 

地面点𝒙处负荷等效水高变化∆ℎ𝑤(𝒙)可表示为规格化面球基函数的线性组合 

 ∆ℎ𝑤(𝒙) = 𝑟 ∑ (
𝑎

𝑟
)

𝑛
∑ ∆𝐹̅𝑛𝑚𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)𝑛

𝑚=−𝑛
𝑁
𝑛=2  （7.1） 

式中：𝒙 = 𝒓 ∙ 𝒆 = 𝑟(𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜆, 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜆, 𝑐𝑜𝑠𝜃)；𝜃, 𝜆, 𝑟分别是地球外部点𝒙的地心余纬、经

度和地心距；∆𝐹̅𝑛𝑚为完全规格化的 Stokes 系数（位系数）变化；𝑎为地球长半轴，表示

规格化的面球基函数𝑌̅𝑛𝑚定义在半径等于𝑎的球面上，且 

 𝑌̅𝑛𝑚(𝒆) = 𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆, 𝐹̅𝑛𝑚 = 𝛿𝐶̅𝑛𝑚, 𝑚 ≥ 0   

 𝑌̅𝑛𝑚(𝒆) = 𝑃̅𝑛|𝑚|(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑠𝑖𝑛|𝑚|𝜆, 𝐹̅𝑛𝑚 = 𝑆𝑛̅|𝑚|, 𝑚 < 0  （7.2） 

式中：𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)为完全规格化缔合 Legendre 函数；𝑛为位系数的阶，𝑚为位系数的次。 

面球函数也可等价地定义在半径为ℛ的 Bjerhammar 球面上（Bjerhammar 球仅是习惯

说法，与 Bjerhammar 边值问题无关）。地面等效水高变化∆ℎ𝑤(𝒙)也可用 Bjerhammar 球

面上的面球函数表示为 

 ∆ℎ𝑤(𝒙) =
𝐺𝑀

𝑟
∑ (

ℛ

𝑟
)

𝑛
∑ ∆𝐸̅𝑛𝑚𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)𝑛

𝑚=−𝑛
𝑁
𝑛=1   （7.3） 

式中：ℛ ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿)，𝛿 ≪ 𝑎，显然有𝑎𝑛∆𝐹̅𝑛𝑚 = ℛ𝑛∆𝐸̅𝑛𝑚。式（7.3）和式（7.1）中的

面球函数基{𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)}完全相同。 

另一方面，地面负荷等效水高变化∆ℎ𝑤(𝑥)也可表示为𝐾个 Bjerhammar 球面上球面径

向基函数（Spherical Radial Basis Functions，SRBF）的线性组合 

 ∆ℎ𝑤(𝒙) = 𝑟 ∑ 𝑑𝑘𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘)𝐾
𝑘=1  （7.4） 

式中：𝒙𝑘 = ℛ ∙ 𝒆𝑘是定义在 Bjerhammar 球面上的 SRBF 节点，也称 SRBF 中心；𝜓𝑘为球

面径向基函数的自变量，是球面 SRBF 节点𝒙𝑘到空间计算点𝒙的球面角距；𝑑𝑘为 SRBF 系

数，𝐾为 SRBF 节点数，也即 SRBF 系数个数，代表空间分辨率（作用类似于位系数个数）；

𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘) = 𝛷𝑘(𝒙, 𝜓𝑘)为地面等效水高变化的球面径向基函数，可简写为𝛷𝑘(𝒙) =
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𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘)。 

球面径向基函数𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘)可进一步展开成 Legendre 级数形式 

 𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘) = 𝛷𝑘(𝒙, 𝜓𝑘) = ∑ 𝜙𝑛𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑁
𝑛=1 = ∑

2𝑛+1

4𝜋
𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)

𝑛
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑁

𝑛=1   （7.5） 

式中： 𝜙𝑛为 SRBF 的𝑛阶 Legendre 系数，它表征了 SRBF 形状，基本决定了 SRBF 的空域

和谱域性质，也称形状因子；在不强调谱域阶数𝑛时，也称𝐵𝑛为 SRBF 的 Legendre 系数；

𝜇 = ℛ/𝑟因与径向基函数𝛷𝑘(𝑥)的谱域带宽有关，也称为宽度参数。 

式（7.5）中的𝑁为 Legendre 函数最大阶数，虽然是地面等效水高变化面球函数展开

式（7.3）中的最大阶数，但实际上与代表空间分辨率的 SRBF 系数个数𝐾并没有明确的函

数关系。 

将式（7.5）代入式（7.4）得 

∆ℎ𝑤(𝒙) =
𝐺𝑀

4𝜋𝑟
∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)

𝑛
∑ 𝑑𝑘𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝐾

𝑘=1
𝑁
𝑛=1   

 =
𝐺𝑀

4𝜋𝑟
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)

𝑛
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑁

𝑛=1  （7.6） 

顾及球谐函数加法定理： 

 𝑃𝑛(𝜓𝑘) = 𝑃𝑛(𝒆, 𝒆𝑘) =
4𝜋

2𝑛+1
∑ 𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)𝑌̅𝑛𝑚(𝒆𝑘)𝑛

𝑚=−𝑛   （7.7） 

则式（7.6）可写为 

 ∆ℎ𝑤(𝒙) =
𝐺𝑀

𝑟
∑ 𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)

𝑛
∑ ∑ 𝑑𝑘𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)𝑌̅𝑛𝑚(𝒆𝑘)𝐾

𝑘=1
𝑛
𝑚=−𝑛

𝑁
𝑛=1   （7.8） 

比较式（7.1）、式（7.3）与式（7.8），可得 

 ∆𝐹̅𝑛𝑚 = (
ℛ

𝑎
)

𝑛
∆𝐸̅𝑛𝑚 = 𝐵𝑛 (

ℛ

𝑎
)

𝑛
∑ 𝑑𝑘𝑌̅𝑛𝑚(𝒆𝑘)𝐾

𝑘=1
  （7.9） 

当 SRBF 自变量𝜓𝑘的作用域（SRBF 中心的作用距离）为全球𝜓𝑘 ∈ [0, 𝜋)时，式（7.9）

成立。利用式（7.9），就可由 SRBF 系数{𝑑𝑘}计算位系数变化{∆𝐹̅𝑛𝑚}或{∆𝐸̅𝑛𝑚}，进而按球

谐综合算法计算各种要素的负荷形变效应。而用于局部负荷形变场逼近时，SRBF 自变量

𝜓𝑘类似于积分边界面上用球面角距表示的负荷 Green 积分距离。 

SRBF 中心𝒙𝑘在 Bjerhammar 球面上的位置、分布和数量𝐾，是 SRBF 负荷形变场逼近

的关键性指标，决定了表达负荷形变场的空间自由度（空间分辨率）和空域特征。 

8.7.2 适合负荷形变场监测的球面径向基函数 

用于负荷形变场逼近的径向基函数应满足 Laplace 方程。常见的点质量核函数，

Poisson 核函数、径向多极子核函数和 Poisson 小波核函数都是具有调和性质的径向基核
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函数。令𝒙为地球外部计算点，𝒙𝑘为 Bjerhammar 球面𝛺ℛ上的 SRBF 节点。 

（1）点质量核函数 

点质量核函数是由 Hardy（1971）提出的一种逆多面函数（IMQ），也是引力位积分

公式𝑉 = 𝐺 ∭
𝑑𝑚

𝐿
的核函数，其解析表达式为 

 𝛷𝐼𝑀𝑄(𝒙, 𝒙𝑘) =
1

𝐿
=

1

|𝒙−𝒙𝑘|
  （7.10） 

式中：𝐿为𝒙𝑘到𝒙的空间距离。点质量函数也即牛顿核函数[式（1.3.38）]。由于∆(1/𝐿) =

0，因此点质量核函数𝛷𝐼𝑀𝑄(𝒙, 𝒙k)满足 Laplace 方程。 

（2）Poisson 核函数 

Poisson 核函数源于扰动重力场量的 Poisson 积分公式，其解析表达式为 

 𝛷𝑃(𝒙, 𝒙𝑘) = −2𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(

1

𝐿
) −

1

𝐿
=

𝑟2−𝑟𝑘
2

𝐿3
 （7.11） 

（3）径向多极子核函数 

径向多极子核函数的解析表达式为 

 𝛷𝑅𝑀
𝑚 (𝒙, 𝒙𝑘) =

1

𝑚!
(

𝜕

𝜕𝑟𝑘
)

𝑚 1

𝐿
  （7.12） 

式中：𝑚可称为径向多极子核函数的次（order），零次径向多极子核函数(𝑚 = 0)就是点

质量核函数𝛷𝐼𝑀𝑄(𝒙, 𝒙𝑘) = 𝛷𝑅𝑀
0 (𝒙, 𝒙𝑘)。 

（4）Poisson 小波核函数 

Poisson 小波核函数的解析表达式为 

 𝛷𝑃𝑊
𝑚 (𝒙, 𝒙𝑘) = 2(𝜒𝑚+1 − 𝜒𝑚), 𝜒𝑚 = (𝑟𝑘

𝜕

𝜕𝑟𝑘
)

𝑚 1

𝐿
  （7.13） 

零次 Poisson 小波核函数(𝑚 = 0)就是 Poisson 核函数𝛷𝑃(𝒙, 𝒙𝑘) = 𝛷𝑃𝑊
0 (𝒙, 𝒙𝑘)。 

（5）球面径向基函数计算 

为突出负荷及其负荷形变场的谱域性质，通常将球面径向基函数解析表达式（7.10）

~式（7.13）表示成 Legendre 级数形[式（7.5）]后，按 Legendre 级数计算。 

为简化数学表达，可将球面径向基函数𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘) 的 Legendre 级数进行归一化处理，

计算归一化系数，用归一化后的 Legendre 级数展开式计算球面径向基函数。在处理多种

类型监测量时，可将各种监测量的球面径向基函数统一除以扰动位球面径向基函数的归

一化系数。归一化后，各种 jj’c 监测函数关系不变。 

令𝒙, 𝒙𝑘的球面角距𝜓𝑘 = 0，则𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 = 1，顾及𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘) = 𝑃𝑛(1) = 1，代入式（7.5），

得扰动位球面径向基函数归一化系数的通用表达式为 
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 𝛷0 = ∑
2𝑛+1

4𝜋
𝐵𝑛𝜇𝑛𝑁

𝑛=1   （7.14） 

归一化后的扰动位球面径向基函数 Legendre 级数为 

 𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘) =
1

𝛷0
∑ 𝜙𝑛𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑁

𝑛=1 =
1

𝛷0
∑

2𝑛+1

4𝜋
𝐵𝑛𝜇𝑛𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑁

𝑛=1  （7.15） 

ETideLoad4.5 采用式（7.15）计算归一化后的球面径向基函数，如图所示。上述四种

形式的扰动位球面径向基函数及其对应的 Legendre 系数如表 7.1。 

 

归一化后四种球面径向基函数曲线计算 
 

表 7.1 扰动位球面径向基函数及其 Legendre 系数 

径向基函数 
解析表达式

𝛷𝑘(𝑥, 𝑥𝑘) 
第𝑛阶形状因子𝜙𝑛 Legendre 系数𝐵𝑛 

点质量核函数 
1

𝐿
=

1

|𝒙−𝒙𝑘|
  𝜇𝑛 

1

2𝑛+1
  

Poisson 核函数 𝑟2−𝑟𝑘
2

𝐿3   (2𝑛 + 1)𝜇𝑛  1 

径向多极子 

核函数 
1

𝑚!
(

𝜕

𝜕𝑟𝑘
)

𝑚 1

𝐿
  𝐶𝑛

𝑚𝜇𝑛−𝑚 (𝑛 ≥ 𝑚) 
𝐶𝑛

𝑚

2𝑛+1
𝜇−𝑚  

Poisson 小波 

核函数 

2(𝜒𝑚+1 − 𝜒𝑚)  

𝜒𝑚 = (𝑟𝑘
𝜕

𝜕𝑟𝑘
)

𝑚 1

𝐿
  

(−𝑛𝑙𝑛𝜇)𝑚(2𝑛 + 1)𝜇𝑛  (−𝑛𝑙𝑛𝜇)𝑚  
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（7）Reuter 格网构造与 SRBF 节点设计 

可以采用全球和区域一致的球面等面积 Reuter 格网，根据给定的格网等级𝑄，构造球

面径向基函数 SRBF 节点（中心），再通过自适应算法，对比监测量的空间分布情况，使

监测点空间分布与 SRBF 节点空间分布处处一致。Reuter 格网等级𝑄用于表示球面等面积

格网的空间分辨率，其作用相当于全球重力位系数模型的最大阶数𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛。 

①单位球面 Reuter 格网及有关参数算法 

给定 Reuter 格网等级𝑄（偶数），则球坐标系中单位球面 Reuter 格网的地心纬度间隔

𝑑𝜑和单元格网𝑖中心的地心纬度𝜑𝑖算法公式为 

 𝑑𝜑 =
𝜋

𝑄
, 𝜑𝑖 = −

𝜋

2
+ (𝑖 −

1

2
) 𝑑𝜑, 1 ≤ 𝑖 < 𝑄  （7.16） 

纬度𝜑𝑖处的平行圈方向单元格网数𝐽𝑖、经度间隔𝑑𝜆𝑖与边长𝑑𝑙𝑖算法为 

 𝐽𝑖 = ⟦
2𝜋𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖

𝑑𝜑
⟧ = ⟦2𝑄𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖⟧, 𝑑𝜆𝑖 =

2𝜋

𝐽𝑖
, 𝑑𝑙𝑖 = 𝑑𝜆𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖  （7.17） 

式中：⟦∙⟧表示取整运算。不难发现，𝑑𝑙𝑖 ≈ 𝑑𝜑。记 

 𝜀𝑖 =
𝑑𝑠𝑖−𝑑𝑠

𝑑𝑠
=

𝑑𝑙𝑖−𝑑𝜑

𝑑𝜑
=

𝑑𝜆𝑖

𝑑𝜑
𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖 − 1 （7.18） 

式中：𝑑𝑠为赤道附近单元格网面积；𝑑𝑠𝑖为平行圈𝜑𝑖处单元格网面积；𝜀𝑖表示平行圈单元

格网面积相对赤道附近单元格网面积的相对偏差。𝜀𝑖一般很小，约万分之几，具体数值与

Reuter 格网等级𝑄有关。赤道附近单元格网面积𝑑𝑠 = 𝑑𝜑 ∙ 𝑑𝜑，单元格网面积相对偏差

𝜀𝑄/2 = 0。 

对于局部区域，给定目标区域经纬度范围，可直接按式（7.16）确定𝑖的最小最大值，

再按式（7.17）计算每个平行圈处的最大𝐽𝑖，从而确定格网等级为𝑄的区域 Reuter 格网，

无需计算全球 Reuter 格网。 

②自适应观测点分布的 SRBF 中心点设计 

ETideLoad4.5 推荐一种简易的 Reuter 格网套合算法，以设计自适应监测点空间分布

的 SRBF 中心点，其计算方案为：先由给定 Reuter 格网等级𝑄，构造区域等面积 Reuter 格

网，然后统计每个 SRBF 中心点（节点）所在单元 Reuter 格网内的有效监测点数𝑗，当𝑗小

于设计最少监测点数时（将最少监测点数作为输入参数），剔除该 SRBF 中心点，遍历所

有单元 Reuter 格网后，就可得到适应观测点空间分布的 SRBF 网络（SRBF 中心点集）。 

显然，当监测点为规则格网时，SRBF 节点也呈现规则分布；当监测点分布不规则时，

SRBF 节点分布也不规则，监测点分布密度大的地方，SRBF 节点分布密度也大。可见，

SRBF 中心点空间分布与监测点空间分布处处一致。 
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令全球重力位系数模型最大阶数为𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛，让 Reuter 格网等级𝑄 = 𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛。对于全球

性球面均匀 Reuter 格网，SRBF 中心点数量𝐾与 Reuter 格网等级𝑄之间存在关系 

 𝐾 = ∑ 𝐽𝑖
𝑄
𝑖=1 = ∑ ⟦2𝑄𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖⟧𝑄

𝑖=1 > 𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛(𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛 + 2) （7.19） 

式（7.19）表明，对于全球时变重力场监测目的，全球性球面 SRBF 系数个数𝐾（即

SRBF 中心点数量）略大于位系数个数𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛(𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛 + 2)。 

8.7.3 负荷及形变效应径向基函数参数形式 

依据负荷形变球谐级数展开式（2.8）~式（2.20），可由式（7.3.3）地面负荷球面径向

基函数展开式，导出各种大地测量要素负荷形变效应的 SRBF 系数参数化形式如下 

 ∆ℎ𝑤(𝒙) = 𝑟 ∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)

𝑛
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑁

𝑛=2  （7.20） 

 ∆𝜁 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝛾𝑟
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 ∑ 𝐵𝑛(1 + 𝑘𝑛

′ ) (
ℛ

𝑟
)

𝑛
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑁

𝑛=2  （7.21） 

 ∆𝑔𝑠 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝑟2
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 ∑ (𝑛 + 1) (1 +

2

𝑛
ℎ𝑛

′ −
𝑛+1

𝑛
𝑘𝑛

′ ) 𝐵𝑛 (
ℛ

𝑟
)

𝑛−1
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛 （ 7.22） 

 ∆𝑔𝛿 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝑟2
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 ∑ (𝑛 + 1)(1 + 𝑘𝑛

′ )𝐵𝑛 (
ℛ

𝑟
)

𝑛−1
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛  （7.23） 

 ∆𝜉𝑠 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝛾𝑟2
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑘 ∑ (1 + 𝑘𝑛

′ − ℎ𝑛
′ )𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)

𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛  （7.24） 

 ∆𝜂𝑠 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝛾𝑟2
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑘 ∑ (1 + 𝑘𝑛

′ − ℎ𝑛
′ )𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)

𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛  （7.25） 

 ∆𝜉 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝛾𝑟2
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑘 ∑ (1 + 𝑘𝑛

′ )𝐵𝑛 (
ℛ

𝑟
)

𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛  （7.26） 

 ∆𝜂 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝛾𝑟2
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑘 ∑ (1 + 𝑘𝑛

′ )𝐵𝑛 (
ℛ

𝑟
)

𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛  （7.27） 

 水平东向∆𝑒 = −
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝛾𝑟
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑘 ∑ 𝑙𝑛

′ 𝐵𝑛 (
ℛ

𝑟
)

𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛  （7.28） 

 水平北向∆𝑛 = −
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝛾𝑟
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑘 ∑ 𝑙𝑛

′ 𝐵𝑛 (
ℛ

𝑟
)

𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛  （7.29） 

 径向位移∆𝑟 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝑟𝛾
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 ∑ 𝐵𝑛ℎ𝑛

′ (
ℛ

𝑟
)

𝑛
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑁

𝑛=2  （7.30） 

 正（常）高变化∆𝒽 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝛾𝑟
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 ∑ 𝐵𝑛(ℎ𝑛

′ − 𝑘𝑛
′ − 1) (

𝑅

𝑟
)

𝑛
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑁

𝑛=2 （ 7.31 ） 

 ∆𝑇𝑟𝑟 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝑟3
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1 ∑ (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(1 + 𝑘𝑛

′ )𝐵𝑛 (
ℛ

𝑟
)

𝑛−1
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛  （7.32） 

 ∆𝑇𝑛𝑛 =
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝑟3
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1

𝜕2𝜓𝑘

𝜕𝜑𝑘
2 ∑ (1 + 𝑘𝑛

′ )𝐵𝑛 (
ℛ

𝑟
)

𝑛 𝜕2𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
2𝑛  （7.33） 
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 ∆𝑇𝑤𝑤 = −
3𝜌𝑤

𝜌𝑒

𝐺𝑀

𝑟3𝑐𝑜𝑠2𝜑
∑ 𝑑𝑘

𝐾
𝑘=1

𝜕2𝜓𝑘

𝜕𝜆𝑘
2 ∑ (1 + 𝑘𝑛

′ )𝐵𝑛 (
ℛ

𝑟
)

𝑛 𝜕2𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
2𝑛  （7.34） 

若已知地表负荷等效水高变化∆ℎ𝑤，可按式（7.20）对负荷等效水高变化∆ℎ𝑤进行最

小二乘 SRBF 谱域分析，求解 SRBF 系数{𝑑𝑘}，这个过程可称为负荷 SRBF 逼近或 SRBF 分

析；进而按 SRBF 系数与负荷数之积的 SRBF 综合算法，由 SRBF 系数{𝑑𝑘}，按式（7.21）

~式（7.34）计算大地测量全要素负荷形变效应，这个过程可称为负荷效应 SRBF 综合。 

为考察球面径向基函数的近区性质，选择点质量函数为球面径向基函数，最小阶数和

最大阶数分别为 90 和 1800 阶，令 Bjerhammar 球埋藏深度 5km，SRBF 中心最大作用距

离 150km，计算与图 7.1 类型相同的重力、垂线偏差、地面水平位移和径向位移负荷效应

的 SRBF 空域曲线，如图 7.2。 

比较图 7.1 和图 7.2 可以看出，即使是地面大地高负荷效应，近区 SRBF 函数的收敛

性质也明显优于负荷格林函数。扰动重力、垂线偏差、水平位移负荷效应的 SRBF 函数在

20km 内的近区都是单调收敛的。采用负荷 SRBF 逼近及负荷形变场 SRBF 综合法代替，

能有效解决负荷格林函数在近区的高阶振荡与不收敛问题。 

 

图 7.2 扰动位微分量负荷效应 SRBF 近区性质 
 

地面负荷形变效应径向基函数的算法公式，需要球面角距𝜓的水平一、二阶偏导数，

下面给出球坐标系中的推导过程。 

 
𝜕𝜓

𝜕𝜑
= −𝑐𝑜𝑠𝛼,

𝜕𝜓

𝜕𝜆
= −𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼 （7.35） 

式中：𝛼是球面角距𝜓的大地方位角，由球面三角公式可得： 

 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑐𝑜𝑠𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆) （7.36） 

 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆) （7.37） 

将（7.36）式两边对𝜑求偏导，顾及（7.34）式，有 
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 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜑2 = −sin𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆) （7.38） 

从而可得： 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜑2 = −sin𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆) + 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠2𝛼 （7.39） 

同理，将（7.37）式两边对𝜆求偏导，有 

 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛2𝛼 + 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜆2 = −𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆) （7.40） 

 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜆2 = −𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆) + 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛2𝛼 （7.41） 

8.7.4 远区外边界 SRBF 系数零约束方法 

将表 7.1中负荷等效水高径向基函数对应的球面径向基函数勒让德系数𝐵𝑛代入（7.19）

式，就是以残差地面等效水高变化∆ℎ̃𝑤(𝒙𝑖)为观测量，球面径向基函数系数𝑑𝑘为未知数的

地面负荷 SRBF 逼近基本观测方程 

 𝑳 = {∆ℎ̃𝑤(𝒙𝑖)}
𝑇

= 𝑨{𝑑𝑘}𝑇 + 𝝐 (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀；𝑘 = 1, ⋯ , 𝐾) （7.42） 

式中：𝑨为𝑀 × 𝐾设计矩阵，𝝐为𝑀 × 1观测量误差向量；𝑀为观测量个数，𝐾为 SRBF 极点

数即未知数𝑑𝑘个数；𝒙𝑖为观测量所在地面点的大地坐标。 

当 SRBF 节点𝑣 ∈ (1, ⋯ , 𝐾)位于计算区域边缘时，令其对应的 SRBF 系数等于零即𝑑𝑣=0，

将其作为观测方程，可抑制边缘效应，从而提升 SRBF 系数{𝑑𝑘}参数估计的稳定性和可靠

性。采用附加抑制边缘效应约束的法方程变为： 

 [𝑨𝑇𝑷𝑨 + 𝑄𝛯]{𝑑𝑘}𝑇 = 𝑨𝑇𝑷𝑳 （7.43） 

式中：𝛯为对角线矩阵，当且仅当其下标对应的 SRBF 中心位于区域边缘时等于 1，其余

为零；𝑄为法方程系数阵𝑨𝑇𝑷𝑨对角线非零元素均方根。 

为保持负荷形变场逼近性能的空间一致性，在构建观测方程（7.41）过程中，通常要

求所有 SRBF 中心的作用距离𝑑𝑟相等。𝑑𝑟相应于 SRBF 自变量的定义域，即任一观测量仅

用半径𝑑𝑟范围内 SRBF 节点球面径向基函数的线性组合表示。SRBF 中心作用距离𝑑𝑟等效

于负荷格林函数的积分半径。 

引入边缘效应抑制方法后，法方程不再需要正则化和迭代计算，从而避免负荷形变场

（时变重力场）的解析结构受监测量误差影响，可有效提高算法的普适性和可靠性。 

残差负荷每次逼近等价于以上次累积的负荷为参考场，按移去恢复法计算剩余残差负

荷。通常一般累积 1~2 次可达到稳定解。残差负荷累积逼近有效性一般性原则：（1）负

荷形变场空间连续可微，（2）负荷等效水高的残差标准差明显减小，残差统计平均值趋于

零。 
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实际计算时，可先让累积逼近次数等于零，优化调整首次逼近的合适参数，再固定首

次逼近参数，优化调整累积逼近参数。 

8.7.5 多种异构观测系统协同的参数估计 

一般情况，不同类型、不同空间分布的几何物理监测量（径向位移、重力变化、地倾

斜变化等），对不同 SRBF 系数的敏感性存在明显差异，表现为各自观测方程中 SRBF 系数

参数向量的设计矩阵（敏感矩阵）基本不具备可比性。若直接由每种监测量观测方程按最

小二乘法组成各自法方程，再按方差分量估计法配权后对这些法方程进行加权组合，一

般难以获得 SRBF 系数的稳定解。 

然而，我们总能将所有类型监测量的观测方程按其对 SRBF 系数灵敏性差异分成若干

组，各组观测扰动场量之间统计独立，组内观测方程的设计矩阵差异较小，每组观测方程

构成一个观测系统。之后，先由每组监测量方程按最小二乘原理组成各自法方程，并对法

方程进行规范化处理，再按不同组的观测质量对各观测系统配权，将规范后的法方程进

行加权求和，生成组合后的法方程，解算未知 SRBF 系数估值。协同组合后的法方程可表

示为 

 ∑ (
𝑤𝑘

𝑄𝐾
𝑨𝑘

T𝑷𝑘𝑨𝑘)𝑘 {𝑑𝑘}T = ∑ (
𝑤𝑘

𝑄𝐾
𝑨𝑘

T𝑷𝑘𝑳𝑘)𝑘  （7.44） 

式中：𝑘 = 1, ⋯ , 𝐾，𝐾为观测系统的分组数；{𝑑𝑘}为待估 SRBF 系数参数向量；𝑨𝑘 , 𝑳𝑘, 𝑷𝑘

分别为第𝑘组观测方程的参数设计矩阵、监测向量与观测量权阵；𝑨𝑘
T𝑷𝑘𝑨𝑘 , 𝑨𝑘

T𝑷𝑘𝑳𝑘分别为

第𝑘组观测系统法方程的系数矩阵和常数矩阵。 

特别地，第𝑘组监测量的观测权𝑷𝑘仅用于区别第𝑘组系统内观测量之间的精度差异，

与其他组监测量误差或观测质量完全无关；𝑄𝑘为第𝑘组系统法方程规范化参数，取第𝑘组

观测系统法方程系数阵𝑨𝑘
T𝑷𝑘𝑨𝑘对角线元素的均方根；𝑤𝑘为第𝑘组观测系统的系统权值，

仅用于区别不同观测系统的质量。 

不难发现，第𝑘组系统监测量的权{𝑃𝑘𝑖}，在法方程规范化后，只对第𝑘组观测系统内

部的监测量起作用，而与其他组系统的监测量误差完全无关。各组系统监测点空间分布

的差异性，也会在法方程规范化后，而变得不太突出。例如，若某一组观测系统的监测点

空间分布密度远大于待估 SRBF 系数应有的空间分辨率，而另一组观测系统只有数个监测

量，则经法方程规范化后，只有数个监测点的观测系统，一般也不会因为组合了监测点分

布稠密的其他组观测系统，而失去该组监测量对 SRBF 系数的敏感性。 

组内监测量的观测权𝑃𝑘𝑖，各组观测系统之间的系统权𝑤𝑘，以及各组系统监测量敏感

待估 SRBF 系数的作用范围，可用于研究和控制负荷形变场反演的性能和质量。每组法方
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程规范化参数𝑄𝑘主要取决于其对应观测系统的设计矩阵𝑨𝑘结构，至多随其内部观测权𝑃𝑘𝑖

的差异发生微小变化，因而规范化参数𝑄𝑘自身的可调节性小，例如，若组内监测量等权，

则第𝑘组规范化参数𝑄𝑘仅由第𝑘组观测系统的设计矩阵𝑨𝑘唯一确定。 

不同组观测系统的系统权𝑤𝑘主要用于体现不同观测系统质量的差异，而与各组之间

的监测量类型无关，因而可按高度简化的方差分量估计法概略计算，即先由每组系统的

观测误差，估计其对未知数的影响，再对比分析各种观测系统观测误差对未知数的影响

差异，配置系统权值。其一般方法为：先取𝑤𝑘 ≡ 1，规范化并组合法方程，获得 SRBF 系

数初步估值，将 SRBF 系数初步估值作为已知量，分别代入各组系统的观测方程，评估每

组系统的观测质量，更新各组观测系统的系统权{𝑤𝑘}。{𝑤𝑘}能快速收敛，一般情况下，一

次估计就能稳定不变，至多迭代估计一次，{𝑤𝑘}就不再有进一步优化的潜力。 

设将 SRBF 系数初步估值代入第𝑘组系统观测方程后，经统计获得该组监测量的方差

为𝜎𝑘
2，则由该组观测系统数学模型，按误差传播定律并近似化后，得 

 𝜎̃𝑘,𝑠
2 =

1

(𝑨𝑘
𝑇𝑨𝑘)

𝑠

𝜎𝑘
2, 𝑤𝑘 = (∑ 𝜎̃𝑘,𝑠

2
𝑠 )

−1
 （7.45） 

式中：𝑠为待估 SRBF 系数的序号；𝜎̃𝑘,𝑠
2 为第𝑘组系统相对第𝑠个 SRBF 系数的粗估方差。 

由式（7.45）估算的系统权𝑤𝑘，仅是一个待估 SRBF 系数向量全局性统计指标，难以

体现不同观测系统对不同 SRBF 系数的敏感性差异，通常需要对比各种观测系统的方差

𝜎̃𝑘,𝑠
2 函数（以 SRBF 系数序号𝑠为自变量）曲线，再根据实际情况分析优化系统权𝑤𝑘。这也

意味着，没有必要刻意强调由式（7.45）估算系统权𝑤𝑘的准确性问题。 

 


