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摘   要 

高精度重力场逼近与大地水准面计算系统（Precise Approach of Earth Gravity Field 

and Geoid）PAGravf4.5，是一种基于稳态重力场理论的大地测量科学计算程序包，主

要由地球重力场数据分析与预处理计算，不同高度各类场元多种地形影响计算，高精度

重力场逼近与全要素建模，区域高程基准优化、统一与应用计算，以及大地测量数据文

件编辑计算与可视化五大子系统构成。 

PAGravf4.5 严格遵循物理大地测量学要求，统一构造地球外部各类场元、多种性质

地形影响解析算法体系，提升地球物理重力探勘建模与重力场数据处理水平；科学构建

重力场空域边值理论积分与谱域径向基函数逼近算法体系，实现多种异质、不同高度、

交叉分布、陆海观测数据混叠的全要素外部重力场全空间解析建模；研发基于物理大地

测量的特色算法，创建多源异构重力勘探解析建模方法，优化与统一高程基准，夯实与

提升地球重力场的应用水平。 

PAGravf4.5 完整覆盖物理大地测量学及地球重力场基本原理、主要方法与全部公式，

以改善高等教育环境；有效解决各种外部地形影响、全要素解析建模、多源异构重力勘

探建模、外部精度指标测定与计算性能控制系列难题，以夯实拓展应用能力。 

PAGravf4.5 适合大地测量与地球科学、地质与地球物理、测绘与地理信息、航天与

卫星动力学、以及地震与地球动力学等领域本科生、研究生、科研和工程技术人员。用

户可按需组织有关功能模块，完成空天地海重力场数据处理与各种地形影响计算，实现

多源异质数据混叠的重力勘探、全要素重力场及1cm 大地水准面解析建模，优化、统一

与完善区域高程基准，开展重力场及高程基准应用计算及分析工作。 

关键词：地形影响；重力场逼近；大地水准面；球面径向基函数；高程基准；大地

测量计算。 
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第一章 PAGravf4.5 架构、特色与理念 

高精度重力场逼近与大地水准面计算系统（Precise Approach of Earth Gravity field 

and Geoid）PAGravf4.5，是一种基于稳态重力场理论的大地测量科学计算 Windows 程

序包。PAGravf4.5 严格遵循物理大地测量理论与技术要求，统一构造不同高度、各类场

元、多种地形影响的解析算法体系，提升地球物理重力探勘建模与重力场数据处理水平；

科学构建重力场空域边值理论积分与谱域径向基函数逼近算法体系，有效解决各种外部

地形影响、全要素解析建模、外部精度指标测定与计算性能控制系列难题，全面实现多

种异质、不同高度、交叉分布、陆海观测数据混叠的全要素重力场全空间解析建模；研

发基于物理大地测量的特色算法，创建多源异构重力勘探解析建模方法，优化与统一高

程基准，夯实与提升地球重力场应用水平。PAGravf4.5 完整覆盖物理大地测量学及地球

重力场基本原理、主要方法与全部公式，以普及改善高等教育。 

 

1.1 PAGravf4.5 科学计算系统架构 

1.1.1 PAGravf4.5 总体结构 

PAGravf4.5 主要由地球重力场数据分析与预处理计算，不同高度各类场元多种地形

影响计算，高精度重力场逼近与全要素建模，区域高程基准优化、统一与应用计算，以
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及数据文件编辑计算与可视化五大子系统构成。 

 

1.1.2 地球重力场数据分析与预处理计算 

地球重力场数据分析与预处理计算子系统主要用于正常重力场计算、地球椭球常数

及 Wɢ 分析，位系数模型重力场计算及频谱特征分析，非等位面边值问题校正计算，以

及重力场数据解析延拓、粗差探测、误差分析与格网化运算。 
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1.1.3 不同高度各类场元多种地形影响计算 

通过构造外部空间解析调和的多种性质地形影响场，研发适合空天地海不同高度、

各种类型场元、多种性质地形影响严密统一的解析算法体系，以应对复杂观测情况下地

质地球物理重力勘探要求，提升物理大地测量数据处理与重力场逼近性能。 

 

1.1.4 高精度重力场逼近与全要素建模 

构建科学完备的重力场空域边值理论积分与谱域径向基函数逼近算法体系，具备观

测量粗差探测、外部精度指标测定与计算性能控制能力，适合观测数据多种异质、不同

高度、交叉分布、陆海混叠的全要素外部重力场全空间解析建模。 

 



4 

1.1.5 区域高程基准优化、统一与应用计算 

依据物理大地测量学原理，研发了一组基于重力场数据和方法的特色算法，以优化

与统一区域高程基准，夯实与提升地球重力场的应用水平。 

 

1.1.6 大地测量数据文件编辑计算与可视化 
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1.2 PAGravf4.5 科学目标与技术特色 

1.2.1 PAGravf4.5 科学目标 

严格遵循地球重力场逼近理论要求，解决地球外部空间各种类型重力场元的多种性

质地形影响问题，实现外部扰动场元解析关系的循环闭合运算、全要素重力场全空间解

析建模与 1cm 稳态大地水准面精化，拓展物理大地测量计算水平与应用能力。 

（1）解决地球外部各类场元、多种地形影响的解析相容性与严密统一计算问题，以

应对复杂观测情况下地球物理重力勘探要求，提升重力场数据处理与逼近水平。 

（2）构建重力场空域边值积分与谱域径向基函数逼近算法体系，解决观测量粗差探

测、外部精度指标测定与计算性能控制问题，实现全要素重力场全空间解析建模。 

（3）研发基于物理大地测量的特色算法，创建多源异构重力勘探解析建模方法，优

化与统一高程基准，夯实与提升地球重力场的应用水平。 

1.2.2 PAGravf4.5 技术特色 

（1）构造大地水准面外部解析调和的多种地形影响场，研发适合空天地海不同高度、

各类场元、多种性质地形影响的解析算法体系，以满足复杂情形下地球物理重力勘探要

求，全面提升重力场数据处理水平。 

（2）研发科学完备的重力场空域正反积分运算与谱域 SRBF 逼近算法体系，全面实

现多种异质、不同高度、交叉分布、陆海观测数据混叠的区域全要素重力场全空间解析

建模，实现各种场元的循环闭合解析运算。 

（3）依据物理大地测量学要求，提出地形影响优选定量准则，梳理重力场与高程基

准解析关系；研发特色算法，创建多源异构重力勘探解析建模方法，优化与统一高程基

准，夯实与提升地球重力场的应用水平。 

（4）具备复杂情形下观测重力场量粗差探测、外部精度指标测定、全要素解析建模

与计算性能控制功能，系统解决这些长期制约高精度重力场逼近、多源异构重力勘探建

模以及物理大地测量应用的技术瓶颈问题。 

1.3 PAGravf4.5 重要概念与特色理念 

1.3.1 大地测量要素与基准常量约束性要求 

现代大地测量学是精准度量地球、监测全球变化的一门计量科学，其研究对象及测

量要素的客观唯一性、精密可测性与时空统一性，是所有大地测量学科的约束性要求。

大地测量学的本质在于，通过极大化测量对象的直接大地测量性能和精度水平，形成解

决测量对象所在领域有关科学问题的能力。 

为突出大地测量学的本质和计量学属性，PAGravf4.5引入两个大地测量学概念。一是

一般性大地测量要素，应严格满足客观唯一性和精密可测性要求，如各种大地测量观测

量、参数和目标解（如目标重力场元、参考框架基准值、改正或归算量等）；二是大地



6 

测量基准常量，是不随时间变化的大地测量要素，应严格满足唯一不变性、精密可测性

与无历元无误差概念要求，称为大地测量学基准性要求。这两个概念所对应的技术要求，

是整个大地测量学科的约束性要求。 

大地测量基准常量一旦定义实现后，具有约定性质。具有约定性质的大地测量要素，

具有唯一不变性（如 20 年内），无误差无历元概念，不存在地形影响、潮汐效应和负荷

形变效应问题，这是大地测量学基准性的约束性要求。 

1.3.2 大地水准面与高程基准的概念更新 

（1）大地水准面、全球大地位与正常重力场 

依据高斯定义，大地水准面是与全球平均海面最佳吻合的重力等位面，这本质上是

一种人为约定。高斯大地水准面的重力位称为地球重力位常数，又称全球大地位𝑊0。 

大地水准面是重力位约定为常数𝑊0的特定重力等位面，它在地固参考系中表达为大

地水准面的大地（椭球）高即大地水准面高。因而计算大地水准面高之前，需要事先指

定（约定）正常椭球，且要求正常椭球面的正常重力位𝑈0 = 𝑊0。 

在表达正常重力场的正常椭球四个常数中，地心引力常数𝐺𝑀和地球自转平均角速

度𝜔是实测量；另外两个常数，一个是地球长半轴𝑎，另一个可从地球力学形状因子𝐽2、

椭球面正常重力位𝑈0或椭球几何扁率𝑓中选择一个。后两个常数中，需要约定其中一个

常数值后，另一个常数才具有可测性。 

与重力大地水准面解析一致的全球大地位𝑊0实现原理。先由最佳全球重力位系模型，

联合全球平均海面高模型，按高斯大地水准面约定原则，估计地球长半轴𝑎，再由全球

位系模型的实测位系数𝐶̅20（与𝑎协调一致），联合𝐺𝑀和𝜔，构成地球正常椭球四个基本

常数，从而解析计算正常椭球面的正常重力位𝑈0，最后将𝑈0约定为全球大地位常量

𝑊0 = 𝑈0，从而科学实现𝑊0 = 𝑈0 = 𝑊𝐺。 

重力场量位系数展开式指出，确定或表达整个外部重力场，无需知道或事先约定大

地水准面重力位，更无需事先知道大地水准面形状。大地水准面可在外部重力位完全确

定后，由其约定的常数值𝑊0，在地固坐标参考系中直接表达（如工程放样）。 

正常重力场与全球大地位𝑊0都具有约定性质。具有约定性质的大地测量要素，一旦

约定其常数值，应在较长时期（如 20 年）内唯一不变，不随时间变化，以保证与其关

联的地球重力场量的唯一性和相互之间关系的解析相容性。 

具有约定性质的正常重力场和大地水准面重力位（全球大地位）均不存在地形影响、

潮汐效应和负荷形变效应问题，无误差概念和无历元概念，这是大地测量学基准性的约

束性要求。 

（2）解析大地水准面与解析正高概念 

受地形密度近似和地形质量调整方式假设影响，地形质量调整后的所谓“真实”大地

水准面，在大陆山区的不确定性可达分米级，在厘米级精度水平上不满足大地测量要素
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的唯一性和可测性限制性要求，经地形调整后的大地水准面高在计量学上无定义，因而

不是科学有效的大地测量要素，既无法精密测定，也没有精度概念。 

为解决这一理论问题，PAGravf4.5 引入解析大地水准面概念，替换以往各种大地水

准面概念，使其满足唯一性和可测性约束性要求，而能成为有效的大地测量要素，从而

维持高程基准概念、高程系统定义与重力场逼近理论的科学严密性。 

PAGravf4.5 将地形质量按某种方式调整到大地水准面内部，且地形质量调整前后，

整个地面及地球外部空间（或地球外部任一封闭曲面）的重力位（扰动位）处处相等，

这种情况下解算的大地水准面高，就是解析大地水准面。解析大地水准面高，是地面或

地球外部高程异常的解析延拓解，解析大地水准面高与高程异常之间具有严密的解析函

数关系和 Possion 积分关系，满足 GNSS 代替水准测量的技术要求。 

PAGravf4.5 通过维持大地水准面解的唯一性和可测性，能有效深度融合卫星重力、

重力场位系数模型和区域重力场数据，严格在重力场理论框架中实现重力场及大地水准

面的高精度解析逼近。 

由于地面点到大地水准面之间的地壳密度不能精准获得，Helmert 正高存在不确定

性。当点位下方没有被地形质量填充时，平均重力计算不严密，因而 Helmert 正高不是

唯一可测的。在厘米级精度水平上，Helmert 正高不是满足唯一性要求的大地测量要素，

也不满足 GNSS 代替水准测量的基准性条件。PAGravf4.5 令地面到大地水准面间流动点

的重力等于外部重力场解析延拓到流动点的重力值（解析重力），而平均重力等于流动

点解析重力的几何平均值，由此得到的正高为解析正高。 

解析正高无需地壳密度假设，其平均重力能由最新重力场数据不断精化。从大地测

量要素的唯一性和精密可测性上考察，解析正高比其他类型正高更适合高程基准目的。

不同于 Helmert 正高，解析正高和正常高都严格满足 GNSS 代替水准测量的基准性条件，

相互之间还具有严密的重力场解析函数关系，都可直接推广应用于月球和类地行星。 

经简单计算，全球地面点的解析正高与正常高在数值上更为接近，与 Helmert 正高

在 3000m 高度上相差约 60cm。 

（3）大地水准面作为零高程面的适用性 

正（常）高在地固坐标参考系中用重力场理论定义，是具有唯一性和可测性的大地

测量要素，然而其代表的物理意义（重力位数）只能是近似的，这是正（常）高大地测

量学定义的固有性质。 

正常高为零的地面点，正高和重力位数都等于零，其重力位等于大地水准面重力位

常数，该地面点一定在大地水准面上。可见，零正高面、零正常高面就是重力位数等于

零的重力等位面，零正高面、零正常高面、零重力位数面与大地水准面重合。由此推论，

无论是正高系统、正常高系统，还是重力位数系统，高程起算面都是（全球或区域）大

地水准面（章传银，2017）。 
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高程系统大地测量学定义规定了大地水准面重力位𝑊𝐺才是其唯一的起算基准常数，

依据重力场逼近理论和大地水准面定义，该常数𝑊𝐺在地固参考系中的几何实现（几何

定位结果）就是大地水准面。三种高程系统的起算面因而都只能是大地水准面。 

大地水准面几何形变的定义。任意地面点的高程客观存在，由其重力位数唯一定义，

而重力位数𝑐等于大地水准面重力位𝑊𝐺与地面点重力位𝑊之差𝑐 = 𝑊𝐺 −𝑊。对于时刻形

变着的地球，重力位𝑊客观上随地球内部质量重新分布而变化，从而导致任意点的重力

位数或几何高程随时间变化。地球形变直接引起两个历元时刻重力位的空间分布不同，

导致地固坐标参考系中重力位等于𝑊𝐺的大地水准面高在两个历元时刻存在差异，这种

差异就是大地水准面（的几何）形变。 

（4）似大地水准面作为基准面引发的问题 

传统物理大地测量学中，将椭球高（大地高）等于地面高程异常的地球封闭曲面称

为似大地水准面，并将似大地水准面看作正常高的起算基准面，然而这种认识与正常高

定义矛盾。一方面，零正常高面的重力位数等于零，零正常高面就是大地水准面，而不

是所谓的似大地水准面。另一方面，经纬度相同、高度不等的两个点，高程异常不相等，

若认为正常高由似大地水准面起算，则在垂直方向就必须有两个不重合的起算点，正常

高系统的唯一性不成立。 

通常情况下，实际测点不会正好落在地面高程异常模型构建（或确定）时所选择的

特定地面数字高程模型面上，在厘米级精度水平的高程基准应用中，需要对地面高程异

常模型，增加一项随高度变化的高程异常梯度（或扰动重力）改正。 

可见，虽然正常高系统定义严密，但将似大地水准面作为正常高的起算面是不严密

的。PAGravf4.5 淡化似大地水准面概念，也不将似大地水准面看作正常高的起算面，

PAGravf4.5 中的高程异常与其所在空间位置严格一一对应。 

（5）高程系统几何性质与概念更新 

无论是正高还是正常高系统，都是在地固参考系中用重力场理论定义的。由于垂直

方向高差为∆ℎ12的两个点，大地水准面高𝑁相等，因而∆ℎ12 = ℎ2 − ℎ1 = (ℎ2 +𝑁) −

(ℎ1 +𝑁) = 𝐻2 −𝐻1 = ∆𝐻12，可见，两个等正高面的椭球高差等于其正高高差，等正高

面在地固参考系中相互平行，与大地水准面高𝑁无关。 

因此，局域范围内所有等正高面与大地水准面平行，等正高面与大地水准面具有相

同的几何形状。由此推论，正高为地面点到大地水准面沿垂直于大地水准面的直线距离

高度。受垂线偏差和弯曲正常重力线影响，铅垂线是不规则曲线，地面到大地水准面间

的铅垂线长度大于直线距离。习惯上将正高看成是地面点沿铅垂线到大地水准面的不规

则曲线长度，这种认识没有大地测量学依据，是错误的。 

正常高是具备唯一性与可测性的大地测量要素，然而由于高程异常随高度不同而不

相等，等正常高面在地固参考系中并不严格平行。高程异常信号随高度增加衰减，因此，
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等正常高面的几何形状，相对于大地水准面的几何形状，随高度增加会越来越平滑。 

等正高面与大地水准面平行，因而正高系统具有更直观的几何度量性质；等正常高

面随高度增加会越来越平滑，这表明正常高系统更接近重力场性质。可见，正高系统和

正常高系统，分别有各自的优势、不足和科学应用，都有存在的必要性和科学性。 

1.3.3 地形影响的概念解析及其技术要求 

物理大地测量学中，重力场量的地形影响处理有且仅有两个目的：一是离散扰动重

力场量推估或格网化，以方便空域重力场积分数值计算或重力勘探建模；另一个目的是

重力场逼近时用于分离重力场量的超短波成分，以改善超短波重力场的逼近性能。重力

场量地形影响处理方法与技术要求都应紧密围绕这两个目的分析研究。 

（1）重力场量地形影响优化选择的基本原则 

重力场量的地形影响涉及三个关键要素：①地形或地壳质量调整方式；②重力场量

类型（地形影响对象）；③重力场量所在位置（与地形质量的位置关系）。 

按质量调整方式不同，地形影响类型通常有局部地形影响、地形布格影响、海水布

格影响、地壳均衡影响、地形 Helmert 凝聚和剩余地形影响等。 

为有效提升地形影响性能，充分发挥其应有的作用，PAGravf4.5 依据物理大地测量

学基本要求，给出地形影响的类型选择及其算法参数设置的简化定量准则如下。  

①为提高离散观测扰动场量推估或格网化精度水平，要求移去地形影响后的离散场

量平滑度有所提高。此时地形影响的优选准则为：移去地形影响后的离散场量，其标准

差应有所下降。 

②重力场逼近时要求地形影响仅有超短波成分，因而其优选准则为：地形影响移去

前后，扰动场量的标准差有所减小，且地形影响量在数十公里范围内的平均值很小，可

以忽略。 

③某种扰动场量某类地形影响的最大最小值之差 D（Range，地形影响范围）与标

准差 ε 之比 D/ε，反映该种场量的该类地形影响超短波信号的离群性。D/ε 大，代表超短

波信号占比小但量级大。用该类地形影响处理该种场量，对改善数据处理性能有利。 

④当几种地形影响 D/ε 的量级相当时，重力地形影响标准差与高程异常地形影响标

准差之比越大，此种地形影响的短波成分越丰富，对改善大地水准面超短波性能越有利。 

上述四个准则中，前两个准则是技术规定，具有全球普适性，需要遵守；后两个准

则可作为技术参考，需及时分析，灵活把握。当重力数据匮乏到其统计结果的空间代表

性严重不足时，这些准则不再适用。 

这四个准则只是方便直观地表达物理大地测量学中处理地形影响问题的基本理念，

面向具体问题时，应根据这些准则蕴含的理念，细化具体方法、算法和技术方案。 

（2）重力场量地形影响的性质与技术特点 

地形影响的性质，随计算区域的地形起伏和重力场短波超短波结构不同，会存在明
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显差异。面向具体区域或目标问题时，应事先计算、比较与分析各种重力场量的不同性

质地形影响，如高程异常、扰动重力、垂线偏差、重力梯度等多种性质地形影响的统计

性质，及其相互之间的差异，归纳总结目标区域各种性质地形影响的谱域特征、算法参

数性质以及对不同类型场量的影响特点。据此设计出适应性强的地形影响处理方案。 

地形影响处理的性能和效果，与当地的地形复杂程度、重力场短波结构、重力数据

类型以及测点空间分布都是密切相关的。需要指出的是，当地形复杂性低，局部重力场

结构简单，重力点分布较好时，存在选择任何性质的地形影响，都不能改善（甚至会降

低）某种类型场量推估、格网化或重力场逼近性能的可能。 

为统一地形影响概念，PAGravf4.5 严格区分地形影响性质、被影响的重力场量类型

和重力场量所处位置。如地面扰动重力、地球外部扰动重力、大地水准面上扰动重力的

局部地形影响、地形 Helmert 凝聚、剩余地形影响，涉及 3×3=9 种不同的地形影响量。 

（3）地形影响移去恢复法及其限制性要求 

当地球外部地形影响调和时，可类似于参考重力场移去恢复方案，采用地形影响移

去恢复法，提高重力场逼近性能和算法的稳定性。 

地形影响移去恢复法的基本方案为：先计算并移去源重力场量的地形影响，得到源

场量的剩余值；再由源场量剩余值，按重力场逼近方法，求解所需目标重力场元的剩余

值；最后计算并恢复目标场元地形影响，获得目标重力场元的逼近解。 

任意重力场量都是整个地球质量及其分布的总效应，显然包含全部地形质量的影响。

地形质量密度是典型的地球物理要素，不满足大地测量要素的精密可测性要求，因而重

力场量地形影响计算总会因密度的不确定性而存在不确定性。 

可见，源重力场量在移去地形影响时，必然引入不确定性，这种不确定性只有在恢

复目标场元地形影响时能被有效地消除，才有可能让地形影响发挥正面作用，保证目标

场元不受任何残留地形影响信息的负面影响。因此，重力场逼近中地形影响处理应满足

如下两项限制性要求： 

①用于计算源场量地形影响和计算目标场元地形影响所用的地形质量模型（包括地

形质量调整方式）和选择的积分半径（或作用范围）完全相同； 

②地形影响原则上应是解析调和的，源场量地形影响算法和目标场元地形影响算法

应完全解析相容，即源场量地形影响和目标场元地形影响之间的解析函数关系，与源场

量和目标场元之间的解析函数关系完全相同。 

在上述两项限制性要求中，只要有其中一项得不到满足，重力场逼近结果都会产生

不可控制的不确定性，从而影响重力场逼近的性能水平与质量控制能力。 

（4）地形影响在重力场逼近中的作用与性能控制原则 

重力场逼近过程中，地形影响处理方案可采用“移去-重力场逼近-恢复”技术流程，

其中，移去的是观测场量的地形影响，恢复的是目标场元的地形影响。由于地形密度近
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似或地球物理假设必然引起地形影响量的不确定性，因而高精度物理大测量学普遍要求，

移去的地形影响量和恢复的地形影响量之间应具有严格解析函数关系，以确保从观测场

量中移去的地形影响，能在目标场元地形影响恢复时切实消除残留的地形影响。 

PAGravf4.5 据此推出借助地形超短波信息（如剩余地形影响）改善全球或局部重力

场逼近性能的一般原则和要求： 

①任意类型重力场量的各种性质地形影响都不可独立作为重力场逼近的观测场量，

这是限制性要求，必须严格遵守； 

②可通过地形影响移去恢复方法，以当前观测场量为约束控制，采用重力场逼近方

法改善分辨率或观测类型，构造含地形超短波信息的加密观测场量； 

③维持当前观测场量的重力场逼近（参数化）观测模型不变（这是约束性要求），

补充加密观测场量的重力场逼近（参数化）观测模型，并明显降低加密观测场量的权重

（有条件时），按最小二乘法实现全球或局部超高分辨率重力场逼近。 

④可采用残差重力场累积逼近技术，改善超短波重力场逼近性能。 

地面大地测量时代，重力资源匮乏，地面存在大量重力空白区，人们假设重力异常

空间变化与当地地形起伏存在某种相关性，从而借助地形影响推估空白区重力异常。然

而，在地球重力场探测技术快速发展和观测资源不断丰富的今天，未经深入细致地测试

分析，无具体依据地过分跨大地形影响在重力场逼近中的地位和作用是不科学的。 

1.3.4 重力场外部边值问题的分类及解法 

按位理论第一、第二和第三边值，来区分重力场边值问题性质，难以有效描述边值

积分解法的性质和特点。特别地，位理论第一边值问题的边界值是引力位（扰动位），

第二边值问题的边界值是扰动重力，第三边值问题的边界值是空间异常。若边界值是垂

线偏差、重力梯度或其他类型场量时，没有对应的位理论边值问题可表达。可见，将外

部重力场边值问题按位理论边值问题分类，无法保证重力场逼近的理论需要，也难体现

重力场边值问题解的性质和特点。 

观测重力场量大都以水准面和铅垂线为参考，在测点当地水平坐标系中获取，因而

根据边界面的内法线是否与铅垂线重合，即边界面是否为等位面，PAGravf4.5 将所有以

扰动位在当地水平坐标系中偏导数的线性组合为边值的外部边值问题分成 Stokes 问题和

Molodensky 问题两大类。 

将边界面是等位面、边界值为扰动位在当地水平坐标系中偏导数任意线性组合的边

值问题统称为 Stokes 问题，Stokes 边值问题边界面内法线与铅垂线重合。将边界面不是

等位面、边界值为扰动位偏导数任意线性组合的边值问题统称为 Molodensky 问题，

Molodensky 问题的边界面内法线与铅垂线不重合。当边界面不是重力等位面时，可用

如下四种方式中的任一种来求解 Molodensky 问题： 

（1）将边界面重力场量如空间异常或垂线偏差等解析延拓到与边界面接近的重力等
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位面上，此时边界面转换为等位面，从而将边值问题变成 Stokes 问题，然后解 Stokes 边

值问题； 

（2）对边界面重力场量施加由边界面内法线方向到铅垂线方向的校正，从而将边值

问题变成 Stokes 问题，然后解 Stokes 问题； 

（3）在非重力等位面上直接按积分法解 Molodensky 边值问题； 

（4）按谱域最小二乘逼近法求解 Molodensky 边值问题。 

Molodensky 边值问题难以获得严密积分解，考虑到 Stokes 边值问题积分解在计算地

面高程异常时同样也可完全避开地形压缩问题，因而建议，重力场边值问题主要采用

Stokes 问题解法，而 Molodensky 边值理论可用于重力场数据向重力等位面的归算处理，

以及定量分析非等位面数据处理过程中重力场信息近似的误差影响等。 

1.3.5 区域重力场及大地水准面精化原则 

任意点的大地水准面高及其他重力场量都需要覆盖全球的观测重力场数据才能精密

确定，区域观测重力场数据无法完整包含中长波重力场及大地水准面信息。按重力场逼

近方法确定的重力场及大地水准面，其波长越长（空间尺度越大），对应谱分量的精度

水平一般越高。由此可得，科学合理的区域重力场及大地水准面精化原则：采用合适的

全球重力位系数模型作为参考重力场和区域外边界约束条件，控制中长波误差，在此基

础上集成区域及周边观测重力场资源，以提高区域重力场及大地水准面中短波分量的精

度水平，两者结合实现区域重力场及大地水准面高精度建模。 

同理，对于局部地区（如省级或城市地区），也应以区域重力场模型为参考重力场，

控制中短波误差累积，集成局部地区及周边大地测量数据，以区域外的参考场为远区边

界约束，提高大地水准面短波超短波成分的精度水平，实现局部地区大地水准面的精细

建模。因此，按照大地测量学要求，区域重力大地水准面精化方案一般应遵循“小区域

重力大地水准面精化，以较大区域重力场模型为参考重力场和远区外边界条件”的逐级

控制原则。 

水准测量采用水准高差逐站传递方式，本质上是实测两水准点间的重力位差，相对

误差原则上与水准路线长度无关。对于任一特定区域，会存在某个空间尺度，小于该空

间尺度时，两点间重力高程异常差（大地水准面高差）的相对精度会低于 GNSS 水准实

测高程异常差（大地水准面高差）的相对精度。可见，GNSS 水准与重力大地水准面融

合算法应能有效整合重力高程异常的高精度中长波成分与 GNSS 水准控制网的高精度短

波超短波成分，而在误差处理方面，能同时有效抑制短波重力高程异常误差，控制长距

离 GNSS 水准高程异常误差的累积。 

此外，纳入地固参考系和归算到全球高程基准后的 GNSS 水准实测高程异常（大地

水准面高），应能成为一般观测重力场量之一，参与重力场及大地水准面逼近。 
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1.3.6 重力场逼近的误差分析与精度评定 

地球重力场无缝连续地充满于整个地固空间，我们只能用一定分辨率的格网空间平

均值来表达重力场量，这是重力场量区别于一般离散点几何大地测量要素的典型特征，

重力场逼近的误差分析与质量控制因而没有几何大地控制网误差分析与质量控制那样直

观有效。然而，各种重力场量及其相互之间在整个地球外部空间是高度解析相关的，重

力场逼近问题本质上是重力场量之间的一维线性变换问题，充分利用重力场的这些性质

和特征，可灵活构建形式多样的解析约束条件，丰富重力场建模误差分析与质量控制的

内涵与策略。 

（1）观测重力场量误差与目标重力场元精度概念 

地球重力场量在地球外部空间或边界面上连续可微，因而观测重力场量虽然在离散

点上获取，但在重力场逼近的数学模型中，实际发挥作用的是相应于某种分辨率的观测

场量空间平均值，例如空域重力场积分需要积分边界面上格网平均观测场量，谱域观测

场量的观测模型一般截断到某一最大阶数，观测场量也等效于相应分辨率的空间平均值。 

同理，地球重力场逼近得到的目标重力场元，也是相应于其有效分辨率的空间平均

值，而不是离散点值。例如，重力场逼近求得的 1′×1′扰动重力格网模型，其格网值表

达的是 1′×1′格网扰动重力平均值，由谱域基函数展开式（如重力位系数展开式）计算

某处目标场元，由于展开式截断到最大阶数，计算结果等效于该处目标场元有效分辨率

的空间平均值。 

可见，对于重力场逼近目的，观测重力场量误差特指该观测场量相应某一空间分辨

率的空间平均值误差，称为观测场量的空间代表性误差，而不是测点处实际观测误差；

用于表达逼近解的目标场元，目标场元精度特指该重力场元相应于有效分辨率的空间平

均值精度，下称重力场元的空间代表性精度，也不是点值精度。重力场元格网的空间代

表性精度取决于重力场逼近精度、空间分辨率与单元格网处局域重力场结构（特别是短

波超短波结构）。顾及空间分辨率与重力场空间解析结构，可有效改善目标场元格网的

科学应用水平。 

观测重力场量的空间代表性误差取决于观测误差、测点空间分布密度和局域重力场

空间结构，当观测精度足够时，空间代表性误差主要由测点分布密度和局域重力场结构

决定。例如，当测点重力测量精度优于 0.1mGal，1′×1′扰动重力空间代表性误差为

1mGal 时，则扰动重力空间代表性误差主要由测点分布密度、局域重力场结构和格网化

算法性能决定，此时进一步提高测点重力测量精度，对改善观测扰动重力空间代表性误

差无效。地面大地测量时代，通常假设重力场的短波超短波结构与地形起伏相关，也将

空间代表性误差称为地形代表性误差。 

特别地，重力场量的空间分辨率，不是简单的几何图像像素平均，其代表性与局域

重力场结构相关，即相同空间分辨率在重力场结构简单的地区代表性强，而在重力场结
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构复杂地区的代表性弱。任一空间分辨率任意类型的重力场量格网，单元格网重力场量

之间都蕴含着丰富的空间解析函数关系，因而其所含的重力场信息量，要比其几何分辨

率丰富得多。 

（2）重力场逼近的误差分析与精度评定理论基础 

地球重力场逼近是地球重力场线性空间中自由度为 1 的一维线性变换，不同空间位

置上同一类型重力场量之间、不同类型重力场量之间以及不同位置上各种类型重力场量

之间都是函数相关的，能用空域重力场积分公式或谱域参数化基函数级数形式解析表达，

因此，地球重力场信息（信号）是高度解析的，重力场的高度解析性质在整个地球外部

空间中无处不在。科学有效地利用重力场高度解析的典型地球物理特性，可从强观测噪

声环境中有效提取微弱重力场信号。这是地球重力场逼近问题区别于一般几何大地测量

学问题的显著特征。例如，卫星重力场探测方法可从信噪比小于 10⁻³的强噪声环境中有

效提取重力场信号。 

当按空域积分法逼近重力场时，原则上有两类方案可用于分析局部重力场建模的精

度水平。第一类方案直接基于其数学模型即重力场积分公式。首先，需估计边界面上被

积观测场量格网（如 Stokes 公式中空间异常格网）的空间代表性误差，包括由实际离散

观测量获得边界面上被积观测场量格网过程中的各种引入误差；然后，由重力场积分公

式导出误差传播公式，忽略参考重力场模型误差影响，估计目标场元的空间代表性精度。

第二类方案基于重力场量之间解析函数关系。首先，构造以目标场元为被积场量，目标

场元所在面为边界面，以离散点实际观测场量为被积场量的重力场积分算法；其次，按

重力场积分法，计算测点上观测场量的积分值，统计分析积分值（具有空间代表性精度）

与观测场量（实测精度，参考真值）差异，获得观测场量的空间代表性误差；最后，由

观测场量的空间代表性误差按照第一类方案，估计目标场元的空间代表性精度。由于统

计出的观测场量空间代表性误差是以实际观测场量为参考真值，而实际观测场量都是全

波段的，故统计出的观测场量空间代表性误差也必然是全波段的，因此，第二类方案最

后一步一般无需考虑参考重力场模型误差影响，而第二步获得观测场量空间代表性误差

的过程，就是观测误差分析流程。 

当按多种观测场量谱域最小二乘法逼近重力场时，如全球重力位系数模型构建或区

域 SRBF 重力场逼近，可直接依据重力场逼近数学模型，在最小二乘框架中实现全空间

全要素观测场量误差分析、谱域系数（位系数或 SRBF 系数）与目标场元精度评定。首

先，由重力场逼近获得的谱域系数估计值，按谱域级数展开式，分别计算测点上每种观

测场量的估计值，并统计分析估计值（具有空间代表性精度）与观测场量（实测精度，

参考真值）差异，获得每种观测场量的空间代表性误差；其次，由谱域最小二乘法重力

场逼近数学模型，导出误差传播算法公式；最后，由各种观测场量的空间代表性误差，

按误差传播算法计算全部谱域系数精度和目标场元的空间代表性精度。 
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不难发现，利用重力场逼近方法，可有效测定空天地海任意类型观测重力场量的空

间代表性误差，却无法确定测量设备的直接测量精度指标，重力场逼近方法只能给出实

际设备测量误差的上限。然而，对于重力场逼近目的，设备直接测量精度与重力场建模

水平没有直接关系，对重力场建模水平取决定性作用只能是观测量的空间代表性误差。 

1.4 PAGravf4.5 格式、约定与练习 

1.4.1 大地测量数据文件格式约定 

PAGravf4.5 采用自定义格式数据。[离散点值记录标准化]，是 PAGravf4.5 接受外部

文本格式数据的重要接口。利用[点值简单格网化与区域数据构造]，可以构造指定规格

的大地测量数值格网文件。软件的其他模块只接受系统本身产生的格式数据，如点值文

件数据，格网文件或向量格网文件数据。 

（1）离散点大地测量数据记录文件 

①容许有多行头文件，头文件内容和格式不受限制。 

②离散点大地测量数据有多个记录组成，每个记录的属性依次为：点号（点名），

经度（度小数），纬度（度小数），高度（米），属性 5，······，属性𝑛。 

③记录属性约定为数值格式，属性数𝑛的最大值为 80，属性之间用空格隔开。 

（2）大地控制网观测量记录文件 

一个大地控制网观测量文件可存储 CORS 网（GNSS 网）一维基线解、水准控制网

水准路线高差观测量或重力控制网重力段差观测量数据。 

①头文件占据一行，格式为：基线或路线名字符数，站点名字符数，… 

②记录格式：基线或测段名称，起点经纬度和高度，终点经纬度和高度，…，观测

量（缺省值 9999）。 

③大地控制网的基线或测段与站点之间的关联，由其名称字符体现。基线或测段名

称约定由两端站点名 A、B 构成（B***A），并要求所有站点名称（如 A、B）的字符数相

等。因此基线或测段名称的字符数，不小于站点名称字符数的两倍。 

（3）大地测量数值格网文件 

①头文件占住一行，用于表示格网经纬度范围和空间分辨率。格式为：最小、最大

经度，最小、最大纬度，格网的经度间隔、纬度间隔。单位都是度小数。 

②格网的格值按行纬度、列经度递增方式依次存放，直到放完全部数据。 

单元格网的格值代表单元格网的平均值。数值积分运算时，取单元格网中心点位置

作为平均被积场元的位置，计算面元到计算点的积分距离。 

（4）大地测量向量格网文件 

向量格值文件是在标准格值文件的基础上，增加一个无头文件的、格网范围和分辨

率完全相同的格网数据。PAGravf4.5 中的垂线偏差向量、水平梯度向量等格网，采用向
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量格网文件形式存放。 

（5）球谐系数文件约定格式 

重力场位系数模型、地形质量球谐系数模型与地形质量位系数模型采用球谐系数文

件格式存储。 

①头文件占住一行，至少由两个属性数据构成，即地心引力常数𝐺𝑀（×10¹⁴m³/s²）、

椭球长半轴𝑎（m）。𝐺𝑀, 𝑎称为球谐系数/地球位系数模型的尺度参数。面谐基函数定义

在半径等于地球长半轴 a 的球面上。 

球谐系数值与𝐺𝑀、𝑎对应，不同的球谐系数模型，𝐺𝑀、𝑎不一定相同。 

②球谐系数模型由若干个记录组成，每个记录的属性格式：阶𝑛，次𝑚，球谐系数

𝐶𝑛𝑚，𝑆𝑛𝑚（，𝐶𝑛𝑚中误差，𝑆𝑛𝑚中误差）。每个记录的属性之间用空格隔开。 

PAGravf4.5 不要求球谐系数阶次按顺序排列，容许阶次不充分。对于非充分阶次的

球谐系数文件，程序自动将非充分阶次的球谐系数值置零。 

1.4.2 主要物理量单位及方向约定 

（1）扰动重力场元单位约定：高程异常𝜁/大地水准面高𝑁（m，米）、空间异常Δ𝑔/

扰动重力𝛿𝑔（mGal，毫伽）、垂线偏差（ʺ/角秒），扰动重力梯度𝑇𝑟𝑟/水平重力梯度（E）。 

（2）各类场元地形影响量的单位与场元单位一致。 

（3）经度（度小数），纬度（度小数），大地高（m），正（常）高/水深（m）。 

（4）垂线偏差方向 SW。第一分量𝜉指向南方向，第二分量𝜂指向西方向，与扰动重

力𝛿𝑔方向（铅垂线方向）构成右手直角坐标系，即自然坐标系。 

（5）水平重力梯度方向 NW。第一分量𝑇𝑛𝑛指向北方向，第二分量𝑇𝑤𝑤指向西方向，

与扰动重力梯度𝑇𝑟𝑟方向（天顶方向）构成右手直角坐标系。 

PAGravf4.5 中，扰动重力梯度和水平重力梯度为扰动位对坐标的二阶偏导数，是重

力梯度张量的主对角线分量。 

注意区分水平重力梯度与重力水平梯度概念，后者是扰动位或重力位垂向导数的水

平梯度，仅是重力梯度张量的非对角线分量（交叉项，如𝑇𝑟𝑛或𝑇𝑟𝑤）。 

1.4.3 课堂教学、独立自学与练习 

PAGravf4.5 为每个程序配置了完整的计算样例，存放在 C:\PAGravf4.5_win64cn\ 

examples 目录下，每个目录存放了该程序样例的计算过程文件 process.txt、输入输出数

据文件和计算过程的界面系列截图。 

样例所在的目录名与可执行程序名相同。使用 PAGravf4.5 程序前，建议按照

process.txt 流程信息，由输入输出数据文件，对照截图，完整操作一遍样例。全部样例

练习完成后（约 7 个工作日），基本具备独立使用 PAGravf4.5 的能力。 

PAGravf4.5 适合大地测量与地球科学、测绘工程与地理信息、地质与地球物理、航
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天与卫星动力学、以及地震与地球动力学等领域本科生、研究生、科研和工程技术人员，

可用于课堂教学、独立自学、工程计算与科学研究。 

用户可根据工程和研究需要，设计个性化的作业流程，灵活组织有关功能模块，完

成空天地海重力场数据处理与各种地形影响计算，实现多源异质数据混叠的陆海精细重

力勘探、全要素重力场及 1cm 大地水准面解析建模，优化、统一与完善区域高程基准，

开展重力场及高程基准应用服务计算及分析工作。 

1.5 PAGravf4.5 算法特色与使用说明 

1.5.1 完整的地形影响解析算法体系 

为实现地球外部各种类型重力场元、不同性质的地形影响，PAGravf4.5 发展了一套

完整的地形影响解析算法体系。 

（1）这套算法公式理论严密，数值积分无计算误差，快速算法的精度可控； 

（2）地形影响性质多样，地形影响的重力场元类型可以是任意的； 

（3）不同类型场元地形影响之间严格遵循重力场解析关系，算法公式精炼； 

（4）充分运用不同性质地形影响之间的解析相容性，算法代码实现短小精悍。 

如 7.5~7.8 节很多算法公式很相似。实际上，一些地形影响算法，只需调整一些参

数，就可调用同一套算法代码实现。 

1.5.2 局部重力场积分算法技术特点 

（1）固定积分半径。PAGravf4.5 通过控制核函数定义域，实现固定半径的重力场

积分，包括数值积分与积分快速 FFT 算法（核函数加窗），以协调统一各种重力场逼近算

法。二维 FFT 采用改化的平面二维核函数，在纬度 10°范围内，其计算精度与一维 FFT 没

有明显差异。 

（2）计算点和流动点位置。点位大地坐标一律用经纬度和大地高表示，如边界面

位置、测点、计算点、积分流动点（面元、体元）的位置一律用点位大地坐标表示，积

分格网位置取单元格网中心点大地坐标，积分距离一律采用大地坐标计算。 

（3）等重力位边界面。大多数重力场积分公式由 Stokes 边值问题导出，如 Hotine

积分、V-M 积分与径向梯度积分公式等。Stokes 边值问题解要求边界面是等位面，即扰

动场元位于重力等位面。 

PAGravf4.5 程序中，由于扰动重力场元和移去参考模型量的残差重力场元对位置敏

感性低，因此，用于表示边界面位置的大地高精度只要不低于 10m 就能满足要求。可用

360 阶重力位系数模型构造，近地空间可用等正（高）面大地高格网代替。 

1.5.3 径向基函数重力场解析逼近 

PAGravf4.5 提出三个关键性的技术措施，使得 SRBF 重力场逼近算法与观测场元误

差无关，避免待定目标场元谱泄漏，提升算法的解析性，实现复杂多种数据交叉混叠的 
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SRBF 重力场解析逼近。 

（1）采用边缘效应抑制方法代替法方程正则化。 

PAGravf4.5 提出了一种通过抑制边缘效应来提高参数估计性能的算法。当球面径向

基函数（SRBF）中心点位于计算区域边缘时，将其 SRBF 系数等于零作为观测方程，以

提升 SRBF 系数参数估计的稳定性和可靠性。引入边缘效应抑制方法后，法方程不再需

要正则化，从而有效避免各种场元及其相互之间的解析关系受观测量误差影响。 

（2）多种异构测量系统融合的法方程规范法。 

PAGravf4.5 推荐一种普适性好的多种异构观测系统深度融合方法，通过规范化不同

组的法方程，可有效控制各组不同类型观测量在协方差结构上的深度融合，以实现多种

异质观测场元融合的重力场逼近。该方法将观测系统模型（协方差结构）与观测质量

（误差或粗差）的影响完全分离，使得融合过程不受观测量误差（粗差）、观测类型和

测点空间分布差异的影响，从而有利于融合空间分布存在极端差异的多种类型观测场元

（如极少数天文垂线偏差或 GNSS 水准点数据），有利于精准探测观测量粗差。 

（3）多次累积 SRBF 逼近法实现重力场最佳逼近。 

目标场元是观测场元与滤波器 SRBF 的卷积。当目标场元与观测场元类型不同时，

单个 SRBF 难以同时与观测场元和目标场元的谱域中心及带宽有效匹配，势必导致目标

场元的谱泄漏。而且，除 Bjerhammar 球埋藏深度（宽度参数）外，SRBF 类型、最小最

大阶数与 SRBF 中心分布也都影响重力场逼近性能。因此，仅以埋藏深度为参数的 SRBF

系数最优估计，不足以保证重力场的最佳逼近。 

为解决这一关键问题，PAGravf4.5 提出了多次累积 SRBF 逼近法重力场最佳逼近方

案。该方案通过组合多个 SRBF 谱域中心及带宽，充分解析目标场元的谱域信号，避免

谱泄漏，从而在空域中实现对目标场元的最佳恢复。每次残差逼近本质是用上次逼近结

果作参考重力场，按移去恢复法精化残差目标场元。 

PAGravf4.5 提供的多源异质 SRBF 全要素重力场逼近程序，是一种适应性超强的重

力场全要素建模与质量测评万能工具。 

1.5.4 多源异构重力勘探解析建模 

PAGravf4.5 具有大地水准面及其外部任意类型重力场元、多种性质地形影响的高精

度解析计算能力，同时具备多种异质、不同高度、交叉分布、陆海共存观测数据混叠的

全空间、全要素外部重力场解析建模功能。两者结合，可有效解决任何复杂观测情况下，

深度融合所有多源异质重力场数据的地球物理重力勘探解析建模问题。 

例如，在全球任意区域，都可联合空天地海的重力、重力梯度、（天文）垂线偏差、

卫星测高、GNSS 水准和卫星重力等多源数据，精确计算陆海统一的完全布格重力异常、

完全布格扰动重力、完全布格垂线偏差和完全布格重力梯度，计算陆海统一的经典布格

/均衡重力异常/扰动重力。 
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利用 PAGravf4.5 计算系统，可按如下四个步骤实现多源异构重力勘探解析建模： 

（1）确定计算范围、计算面（如地形等高面）与重力勘探模型类型，获取（收集）

计算范围及周边各种重力场探测与大地测量数据； 

（2）利用[高精度重力场逼近与全要素建模]有关程序，精密确定计算面上的目标重

力场元高分格网模型； 

（3）利用[不同高度各类场元多种地形影响计算]有关程序，精密计算与重力勘探模

型类型一致的地形影响高分格网模型； 

（4）将第（3）步重力场元格网模型，直接减去第（4）步地形影响格网模型，就

是充分融合所有可能重力场数据信息的重力勘探格网模型。 

多源异构重力勘探解析建模方案，本质上以重力场量之间的解析函数关系为强约束，

深度融合不同高度、交叉混叠、陆海共存的多源多种异质重力场观测数据，直接依据重

力勘探模型的严密定义，在统一的观测系统数学模型中整体实现多种类型重力勘探模型

的高精度解析建模。 

多源异构重力勘探解析建模方案，可避免重力归算、延拓和格网化运算，有效解决

传统方法中的重力场信号衰减、非解析失真、地形影响不易控制难题。重力场观测类型

可以是重力、重力梯度、卫星测高、垂线偏差、GNSS 水准等，测量方式可以在陆地、

海洋、航空或卫星。目标模型类型可以是重力异常（重力扰动）、重力梯度或垂线偏差。 

可见，多源异构重力勘探解析建模方案，能充分提取所有各类重力场与大地测量信

息，实现全要素解析建模（如完全布格重力梯度/垂线偏差建模），以显著提升重力场精

细结构探测及精细重力勘探能力与技术水平。 

1.5.5 算法与计算技术路线优化 

PAGravf4.5 的算法体系设计科学严密，原则上可以采用多种方案，计算空天地海任

意类型场元的多种性质地形影响；可以由任意一种类型扰动重力场元，计算外部各种类

型扰动重力场元。场元类型可以是传统类型，也可以是卫星跟踪卫星、卫星轨道摄动等

非常见类型，适用空间可以是大地水准面及其外部整个地球空间。 

地球外部重力场逼近理论基于线性空间。PAGravf4.5 中实现的地形影响、重力场逼

近算法都是线性的。这表明，若用模拟空间噪声作为重力场元观测量（或陆海地形），

调用 PAGravf4.5 中任何算法，则该算法输出结果能有效表达目标场元（地形影响）的误

差分布性质。PAGravf4.5 具有很强的误差模拟和误差分析能力，这是优化重力勘探建模

与重力场逼近算法及技术路线的重要手段。 

一种性质的地形影响，也有多种方案可选。如计算陆海完全布格影响，PAGravf4.5

就有三种方案和程序可供选用。 

针对某特定计算目标，可以选择多个不同 PAGravf4.5 程序算法、多种不同参数或多

条技术路线来实现。实际计算时，应深入考察目标区域重力数据条件和重力场性质，仔
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细选择、测试和分析合适的 PAGravf4.5 算法和参数，优化技术路线。 

1.5.6 算法性能及参数测试分析 

（1）地形影响算法性能测试分析 

PAGravf4.5 提出的地形影响优选准则，基于物理大地测量基本原理，能大幅降低地

形影响分析的复杂性，为有效发挥地形影响在地质地球物理重力勘探和重力场逼近中关

键作用提供了具体可行的技术路线。 

地形影响的性质随计算区域的地形起伏、重力场结构、重力数据类型与重力点分布

不同，都会存在明显差异。PAGravf4.5 地形影响子系统案例中，选择了某个困难山区，

对各种场元各类地形影响的最大最小值之差与标准差的比值之比进行统计分析，结果显

示：不考虑数据分布和重力场结构，局部地形影响对重力数据处理有利，地形 Helmert

凝聚对重力梯度数据处理有利，而剩余地形影响对精化大地水准面更有利。 

若结合具体重力数据资源，就可以分析该区域重力场结构与重力点分布的影响，此

时需要进一步按定量准则（1）（2）进行统计分析，结论可能会发生变化。 

实际计算前，应针对目标区域的地形、重力场特征与可用重力资源情况，依据地形

影响定量准则，全面细致地测试分析地形影响技术路线，保证地形影响算法及参数选择

有据可依，才有可能显著提升地形影响数据处理方案的适用性和技术水平。 

（2）重力场逼近算法性能测试 

大多数重力场逼近算法和参数设置性能，可用某一超高阶地球重力位系数模型来测

试验证。PAGravf4.5 局部重力场逼近计算样例，就以 EGM2008 重力位系数模型的 2~540

阶为参考重力场，采用 541~1800 阶作为残差扰动场量，给出各种算法的统计分析测试

结果。基于超高阶重力位系数模型的重力场逼近算法性能测试技术流程为：以部分类型

残差扰动场量为观测场量，调用待测试的局部重力场逼近算法，计算得到另一部分类型

残差场元的计算值。通过对比分析局部重力场逼近算法计算的残差扰动场元计算值，与

由重力位系数模型直接计算的残差扰动场元模型值（参考真值）的差异，评价局部重力

场逼近算法及有关参数设置的技术性能。 

PAGravf4.5重力场逼近算法体系具备由一种类型观测场量，计算大地水准面外部全空

间全要素场元的能力，可以循环计算同一点上的同类型场元。通过比较分析循环计算得

到的计算场元与观测场量（参考真值）之间的差异，可以分析计算技术流程中参与计算

的算法特点和性能。通过优化配置算法，完善重力场建模方案。 

选择不同单一类型观测场量、不同类型球面径向基函数 SRBF 及其参数、计算不同类

型目标场元，可全面测试 SRBF 及其重力场逼近算法的空域、谱域和解析性质，以揭示

目标区域重力场空域谱域精细结构。考察观测场量、SRBF 与目标场元的谱域中心及带宽，

以充分解析目标场元谱结构为原则，结合实际观测条件，可优化设计区域重力场最佳逼

近方案。 
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 [多种异质数据 SRBF 重力场全要素建模] 程序，本身具有很强的测试、验证和分析功

能，可以测试验证极少高精度天文垂线偏差或 GNSS 水准数据的解析融合（令其观测系

统权>1）、多源多代混叠数据的粗差探测与外部精度评估（令相应观测系数权=0），浅

水卫星测高的边界流探测与海面地形分离（卫星测高系统权<1），以及多种数据空间分

布、质量与精度差异大等极端情况下重力场逼近的性能特点和技术水平。 

针对某特定重力场逼近目标，可以选择多个不同重力场逼近算法、多种不同参数或

多条技术路线来实现。实际计算时，应深入考察目标区域重力数据条件和重力场性质，

仔细选择、测试和分析合适的重力场逼近算法和参数，优化技术路线。 

（3）PAGravf4.5 自带案例说明 

PAGravf4.5 自带的地形影响案例，选择了平均海拔 4000m、地形起伏超过 3000m 的

困难山区，以便展示地形影响及其算法的细节特征；同样，PAGravf4.5 重力场积分案例，

选择了重力场短波信号非富（移去前 540 阶模型值后的残差扰动重力，空间变化超过

300mGal）的复杂特征地区，以便展示局部重力场及其逼近算法的细节特征。 

这些案例的统计结果，大致显示了相应算法的基本性能和水平。由于案例本身以介

绍计算流程为主要目的，并没有对算法本身及其主要参数进行优化与分析，更大的潜力，

还需用户结合具体情况进一步挖掘。 
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第二章 地球重力场数据分析与预处理计算 

地球重力场数据分析与预处理计算子系统主要用于正常重力场计算、地球椭球常数

及 Wɢ 分析，位系数模型重力场计算及频谱特征分析，非等位面边值问题校正计算，重

力场数据解析延拓、粗差探测、误差分析与格网化运算等。 

 

2.1 正常重力场、地球椭球常数及 Wɢ分析计算 

[目标]按严密的球谐级数和解析算法，计算地球空间点的正常重力参数、正常地球

椭球的几何物理常数和重力大地水准面的重力位 Wɢ。 

按地球重力场逼近理论确定的大地水准面，其重力位 Wɢ 恒等于正常椭球面的正常

重力位 U₀。 

2.1.1 空间点正常重力场参数计算 

[功能]采用严密的球谐级数公式，计算地球空间点的正常重力位（m²/s²）、正常重

力（mGal）、正常重力梯度值（E）、正常重力线方向（'，用其相对于地心的北偏角表示）

或正常重力梯度方向（'，用其相对于地心的北偏角表示）。 

[输入]空间计算点文件。 

记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高（m）...... 

[参数设置]设置计算点文件头行数，文件记录中大地高属性所在的列序号，选择计
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算场元类型。 

 
[输出]正常重力场计算结果文件。在空间计算点记录基础上，增加一列或若干列正

常重力场参数计算值，保留 4 位有效数字。 

2.1.2 地球椭球常数与 Wɢ计算分析 

[功能]输入地球椭球四个基本参数，计算地球椭球主要的几何导出常数和物理导出

常数。此项功能可用于课堂教学演示。 
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输入地球椭球四个基本参数，然后点击[输入地球椭球四个基本参数 ]控制按钮...，

程序在界面上输出并显示地球椭球全部几何物理参数。 

地球椭球的第四个基本参数，可从地球重力场位系数 C̅₂₀、地球动力学形状因子 J₂、

地球椭球扁率倒数 1/f 和地球椭球面正常重力位 U₀中选择其中之一。 

PAGravf4.5 推荐将参考重力场位系数模型的尺度参数（GM、a）、C̅₂₀和地球自转平

均角速度 ω 作为正常椭球四个基本参数。采用这样的正常椭球作为参考基准，扰动地球

重力场的 2 阶带谐项恒为零，有利于提高重力场逼近性能。 

重力场模型 
尺度参数 

C ̅₂₀×10⁻⁴ Wɢ/U₀(m²/s²) 
潮汐 

系统 GM×10¹⁴m²/s³ a(m) 

EGM2008 3.986004415 6378136.3 -4.84165143791 62636858.392 无潮汐 

EIGEN-6C4 3.986004415 6378136.46 -4.84165217061 62636856.834 零潮汐 

SGG-UGM2 3.986004415 6378136.3 -4.84168732275 62636858.644 零潮汐 

GOCO05c 3.986004415 6378136.3 -4.84169458843 62636858.694 零潮汐 

XGM2019 3.986004415 6378136.3 -4.84169494748 62636858.697 零潮汐 

2.2 重力场位系数模型及其频谱特征分析计算 

[目标]输入地球重力场位系数模型，计算地球空间任意点处扰动重力场元模型值，

计算位系数模型阶方差、误差阶方差，大地水准面与扰动重力累积误差，以及位系数频

谱特征，评价位系数模型的性能。 

当设置相等的位系数模型最小、最大计算阶数 n 时，程序计算第 n 阶位系数对扰动

重力场元的贡献。可用于分析评价位系数模型的谱域空域性质。 

2.2.1 地球重力场各种场元模型值计算 

[功能]输入地球重力场位系数模型，计算地球空间任意点处的（剩余）高程异常

（m）、空间异常（mGal）、扰动重力（mGal）、垂线偏差向量（s，ʺ/秒，南向、西向）、

扰动重力梯度（径向，E）、水平重力梯度向量（E，北向、西向）或 Laplace 算子（E）

的模型值。 

[输入]全球地球重力场位系数模型文件，计算点空间位置文件或计算面大地高格网

文件。 

位系数模型文件第 1 行约定为位系数尺度参数：地心引力常数 GM（10¹⁴m³/s²）与

椭球长半轴 a（m）。尺度参数（GM、a）是位系数模型的表示基准，面谐函数定义在半

径等于地球长半轴 a 的球面上。 

计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 
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计算面大地高格网用于提供按格网计算的空间计算点大地坐标。 

[参数设置]选择计算点文件、计算重力场元类型，输入位系数模型最小计算阶数、

最大计算阶数。 

程序选择重力场模型最大阶数和输入最大阶数中的最小值作为计算阶数。 

当位系数最小计算阶数等于 2 时，程序计算扰动重力场元模型值；当位系数最小计

算阶数大于 2 时，程序计算剩余扰动重力场元模型值。 

[输出]（剩余）扰动重力场元模型值计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在空间计算点值文件记录

的基础上，增加一列或若干列模型扰动场元计算值，保留 4 位有效数字。 

当输入计算面大地高格网文件时，程序输出结果文件记录格式：点号，经度，纬度，

大地高，若干列指定场元类型（剩余）模型值。 

 

当按计算面大地高格网计算时，程序还在当前目录下，输出（剩余）高程异常

（*.ksi）、空间异常（*.gra），扰动重力（*.rga）、垂线偏差向量（*.dft）、扰动重力梯度

（*.grr）、水平梯度向量（*.hgd）或 Laplace 算子（*.lps）模型值格网文件。*为界面输

入的结果文件名，程序按选择的场元类型输出相应的（剩余）模型值格网文件。 

计算过程需要等待，计算期间可打开输出文件查看计算进度... 
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任意 n 阶、累积 n 阶或 n₁~n₂阶的 Laplace 算子（E）的理论值都恒等于零。用某地

球重力场位系数模型，计算 n 阶、累积 n 阶或 n₁~n₂阶 Laplace 算子，可评价该位系数模

型的谱域和空域性能。 

2.2.2 剩余地形(完全布格)影响模型值计算 

[功能]输入全球陆海地形位系数模型（m，一阶项置零），计算大地水准面及其外部

空间任意点处高程异常（m）、空间异常（mGal）、扰动重力（mGal）、垂线偏差（s，ʺ/

秒，南向、西向）、扰动重力梯度（径向，E）、水平重力梯度（E，北向、西向）或

Laplace 算子（E）的剩余地形（完全布格）影响模型值。 

全球陆海地形位系数模型可事先调用[超高阶陆海地形球谐分析与球谐系数模型构建]

程序构造。 

[输入]全球陆海地形位系数模型（m，程序忽略一阶项）文件，计算点空间位置文

件或计算面大地高格网文件。 

地形位系数模型第 1 行约定为位系数尺度参数：地心引力常数 GM（10¹⁴m³/s²）与

椭球长半轴 a（m）。尺度参数（GM、a）是位系数模型的表示基准。 

计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 

计算面大地高格网用于提供按格网计算的计算点空间大地坐标。 
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[参数设置]选择计算点文件格式、计算场元类型，输入位系数模型最小计算阶数、

最大计算阶数。 

程序选择地形位系数模型最大阶数和输入最大阶数中的最小值作为计算阶数。 

当位系数最小计算阶数等于 2 时，程序计算陆海统一的扰动重力场元完全布格影响

模型值；当位系数最小计算阶数大于 2 时，程序计算陆海统一的扰动重力场元剩余地形

影响模型值。 

 

[输出]扰动重力场元完全布格影响或剩余地形影响模型值计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在空间计算点值文件记录

的基础上，增加一列或若干列完全布格（或剩余地形）影响模型值，保留 4 位有效数字。 

当输入计算面大地高格网文件时，输出结果文件记录格式：点号，经度，纬度，大

地高，若干列指定场元类型完全布格（剩余地形）影响模型值。 

当按计算面大地高格网计算时，程序还在当前目录下，输出高程异常（*.ksi）、空间

异常（*.gra），扰动重力（*.rga）、垂线偏差向量（*.dft）、扰动重力梯度（*.grr）、水平

梯度向量（*.hgd）或 Laplace 算子（*.lps）完全布格（剩余地形）影响模型值格网文件。

*为界面输入的结果文件名，程序按选择的场元类型输出相应的模型值格网文件。 

计算过程需要等待，计算期间可打开输出文件查看计算进度... 

类似地，计算 n 阶、累积 n 阶或 n₁~n₂阶 Laplace 算子，可评价该剩余地形影响的谱
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域和空域性能。 

2.2.3 全球地球重力场模型计算器 

[功能]输入超高阶地球重力场位系数文件，由计算点大地坐标，实时计算高程异常

（m）、空间异常（mGal）、重力值（m/s²）、扰动重力（mGal）、垂线偏差向量（ʺ/秒，

南向、西向）、扰动重力梯度（径向，E）、水平重力梯度向量（E，北向、西向）、

Laplace 算子（E）、重力梯度（E）和重力位 （m²/s²）的模型值。 

首次打开超高阶地球重力场位系数文件时，程序需要时间读取和初始化，请等待… 

通过计算大地水准面重力位 Wɢ，可以验证 Wɢ 等于正常椭球面的正常重力位 U₀。

验证方法：随意给定经纬度，第一次输入大地高为零，计算得到该点高程异常，第二次

将高程异常作为大地高输入，再次计算，当计算得到的高程异常与输入大地高相等时，

界面输出的重力位就是 Wɢ。 

 

容易验证，全球任意点处大地水准面上的重力位恒等于 Wɢ。改变计算点的经纬度，

并根据高程异常计算值调整计算点的大地高，你会发现，在全球任意点处，大地水准面

的重力位不变。 

2.2.4 地球重力场频谱特征分析计算 

[功能]输入全球地球重力场位系数模型，计算 Kaula 曲线、位系数阶方差、位系数误

差阶方差、以及大地水准面和重力异常累积误差曲线。考察与评估重力场位系数模型的

谱域和空域性质。 

打开超高阶地球重力场位系数文件时，程序需要时间读取和初始化，点击[开始计算]

后请等待，直到[图形绘制↓]点亮。 
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程序一次最多可以绘制 10 个全球重力场位系数模型的频谱曲线。 

2.3 测点扰动场元计算与大地水准面误差分析 

[目标]由实测重力数据，计算测点的空间重力异常、扰动重力或扰动重力梯度，估

计格网平均重力误差、局部积分半径对区域重力大地水准面的影响。 

2.3.1 实际测点扰动重力场元计算 

[功能]采用严密的球谐级数公式，计算正常重力场参数值，进而由测点的重力

（mGal）或重力梯度（E）观测值，计算其空间异常（mGal）、扰动重力（mGal）或扰

动重力梯度（E）值。 

[输入]实测重力数据点值文件。 

[参数设置]设置点值文件头行数，文件记录中高度、观测量属性所在的列序号，选

择计算场元类型。 

当高度是正（常）高时，程序计算测点的空间异常值；当高度是大地高时，程序计

算测点的扰动重力或扰动重力梯度值。 

按照物理大地测量习惯，重力梯度观测量为铅垂线方向，正常重力梯度方向指向地

球内部，扰动重力梯度方向为天顶方向。 

[输出]计算结果文件。测点空间异常、扰动重力或扰动重力梯度计算结果存放于文

件记录的最后一列，保留 4 位有效数字。 
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2.3.2 区域重力大地水准面误差估计 

[功能]由格网平均重力的空间分辨率和误差，估计区域重力大地水准面的误差。区

域重力大地水准面误差分析，依据有限积分半径的 Stokes/Hotine积分公式，忽略残差重

力场远区效应影响。 

 

这里的平均重力代表误差主要是指地形代表误差，因为一般情况下，网格化过程中

的重力观测误差远小于地形代表误差的影响。 

2.3.3 重力大地水准面系统偏差影响 

[功能]由空间异常或扰动重力的系统偏差，计算不同积分半径对重力大地水准面的

影响。 

空间异常/扰动重力系统偏差。可能成因：正常重力场不一致，高程基准差别，全
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球大地位 W₀取值不当或重力测量基准误差等。 

 

2.4 非等位面上扰动场元边值问题校正计算 

[目标]对位于球面、椭球面或其他任意形状非等位面上的扰动场元，进行 Stokes 边

值问题校正，从而将非等位边界面的 Molodensky 边值问题转换为 Stokes 问题。 

2.4.1 球面/椭球面 Stokes 边值问题校正计算 

[功能]输入地球重力场位系数模型，计算扰动重力或空间异常由非等位的球面或椭

球边界面到重力等位面的校正值（mGal），从而将 Molodensky 问题转换为 Stokes 边值。 

椭球面边值校正，主要用于 FFT 空域全球积分法地球重力场椭球谐分析；球面边值

校正，通常用于 Bjerhammar 边值问题计算。 
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[输入]地球重力场位系数模型文件，边界面计算点文件。 

[参数设置]设置输入文件格式和重力场模型最大计算阶数，选择计算扰动场元和边

界面类型。 

[输出]计算结果文件。 

当边界面为椭球面，程序在源计算点值文件记录的基础上，增加 1 列重力的垂线偏

差校正值。 

当边界面为球面，程序在源计算点值文件记录的基础上，增加 4 列校正值。第 1~3

列分别是重力的垂线偏差校正，重力由正常重力方向到地心方向的校正值，以及正常重

力由正常重力方向到地心方向的校正值，第 4 列为 3 项改正数之和。 

 

2.4.2 任意形状边界面 Molodensky 边值校正 

[功能]由地面或地球外部非等位的边界面上空间异常或扰动重力（mGal）格网、边

界面模型高程异常格网、边界面大地高格网和参考等位面(Stokes 边值归算面)大地高格

网，计算边界面上离散点空间异常或扰动重力的 Molodensky 一阶项边值改正数，从而

将 Molodensky 边值问题，转换为 Stokes 边值问题。 

边界面可以位于大地水准面或其外部任意高度，容许边界面具有任意不规则形状。 

[输入]边界面大地高格网，边界面扰动场元格网、边界面高程异常格网与参考等位

面大地高格网文件，地球重力场位系数模型文件，边界面计算点文件。 
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程序要求输入的 4 个格网规格完全相同。 

[参数设置]设置计算点文件格式和重力场模型最大计算阶数，选择计算扰动场元和

边界面类型。 

程序要求选择的计算扰动场元类型与输入边界面扰动场元格网类型相同。 

 
[输出]计算结果文件。 

在源计算点值文件记录的基础上，增加一列该点的 Molodensky 一阶项边值改正数，

保留 4 位有效数字。 

当边界面为地面，参考等位面为大地水准面时，程序计算经典的 Molodensky 一阶

项（mGal）。 

2.5 离散扰动场元多阶径向梯度法解析延拓 

[功能]利用当前高度面大地高格网及其面上的扰动场元格网，按严密径向梯度积分

公式确定 1~3 阶径向梯度，计算空间点处由当前高度到目标高度的解析延拓改正数。 

[输入]场元空间位置点值文件，当前高度面扰动场元格网文件和当前高度面大地高

格网文件。 

程序要求空间位置点值文件记录包含当前场元大地高和目标场元大地高属性。 

[参数设置]设置当前场元大地高和目标场元大地高属性在文件记录中的列序号，输

入径向梯度延拓阶数和径向梯度积分半径（km）。 
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积分半径越大，边缘效应越大；积分半径应不小于延拓高差的 3 倍。 
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[输出]计算结果文件。 

在源点值文件记录的基础上，增加 1 至 3 列场元梯度延拓改正数（单位与场元相同），

保留 4 位有效数字。 

径向梯度法，采用实际扰动重力场元梯度，对扰动重力场元进行解析延拓，适合航

空、地面及近距离（10km）向上向下解析延拓。 

扰动场元梯度主要成分是短波、超短波的，径向梯度计算所需的积分半径一般无需

很大，径向梯度法延拓有利于重力场观测资源的高效利用。 

推荐结合超高阶重力场移去恢复方案，优化场元径向梯度延拓效果。即先移去当前

高度扰动场元的超高阶重力场模型值，由残差扰动场元按径向梯度法延拓，再恢复目标

高度扰动场元的模型值。 

当重力点密度不足，分布不规则或在困难山区，可采用超高阶重力场模型与地形影

响组合移去恢复方案，提高解析延拓效果。 

2.6 扰动重力场元粗差探测与基函数格网化 

2.6.1 参考面支持的观测量粗差探测 

[功能]选择低通格网作为参考面，内插离散点处指定属性的参考值，并计算残差值。

由离散点残差值的统计性质，探测并分离粗差记录。 

[输入]含探测属性的离散点值文件，用于属性参考面的低通滤波格网文件。 
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[参数设置]输入离散点值文件头行数，待探测属性所在列序号，以及超出标准差倍

数（用于判定粗差）。 

当属性值与其平均值之差的绝对值大于 n 倍属性标准差时，该记录是粗差记录。 

 [输出]粗差离散点值文件（头文件为指定属性残差平均值，标准差，最小值和最大

值），无粗差的离散点值文件（格式同输入离散点值文件）。 

参考面可采用简单格网化后再采用低通滤波的方式构造。采用零值格网作为参考面，

等价于没有参考面支持。 

2.6.2 指定参考属性的观测量定权 

[功能]指定点值文件记录中的参考属性，依据其统计性质，按 PAGravf4.5 自定义的

权函数形式，估计权值。 

[输入]含参考属性的离散点值文件。 

本例中，参数属性是扰动重力局部地形影响，由数字高程模型数据事先按积分法计

算，用于定量反映局部地形起伏程度。 

 

[参数设置]输入离散点值文件头文件行数，参考属性𝑥在文件记录中的列序号，以及

权函数平滑因子。 

PAGravf4.5 定义的定权函数：𝒘(𝒙, 𝒂) = 10𝜎√𝜎2 + (𝑎𝑥)2, 𝑥为参考属性，𝑎为给定的

权函数平滑因子，𝜎�为程序自动计算的𝑥的标准差。 
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[输出]离散点定权结果文件。在输入文件记录的基础上，增加一列权值属性。 

本例中，扰动重力局部地形影响绝对值越大，局部地形起伏越剧烈，权值越小。 

2.6.3 异质数据基函数插值格网化 

[功能]按输入的格网规格和选定的基函数形式及参数值，采用加权基函数插值方法，

对离散点值数据进行格网化。 

[输入]待格网化的离散点值文件。 

[参数设置]输入待格网化的离散点属性列序号，选择基函数形式（余弦函数、高斯

函数或指数函数），插值邻近点数和权函数峰度，设置格网分辨率和经纬度范围。 

基函数峰度越小（基函数随距离衰减越慢），插值邻近点数越大，格网化过程的低

通滤波能力越强，插值越平滑，边缘效应越弱，对稀疏数据的插值能力也越强。 

计算插值点数值时，程序将离散点记录属性中的权值与基函数（插值点与离散点之

间距离的函数）相乘，作为离散点权值。 

基函数赋权插值格网化，是 PAGravf4.5 基于一般地球物理场性质专门设计的算法，

适合各种单一类型多源异质地球物理场格网化。 
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第三章 不同高度各类场元多种地形影响计算 

PAGravf4.5 采用相容的重力场解析算法，通过构造外部空间调和的多种地形影响场，

研发适合空天地海不同高度、各种类型重力场元、多种性质地形影响的解析算法体系，

以有效应对各种复杂观测情形下的地质地球物理重力勘探要求，大幅提升物理大地测量

数据处理与重力场逼近性能。 

 

正常重力场不存在地形影响问题，同一点处的重力、扰动重力和空间异常的各种地

形影响都相等，重力位与扰动位的地形影响、重力梯度与扰动重力梯度的地形影响也分

别相等。重力、扰动重力、空间异常的局部地形影响、地形 Helmert 凝聚、陆海布格影

响、陆海均衡影响和地形剩余影响都分别相等，无需区分。 

本组程序选择平均海拔高度 4000m、地形起伏 3000m 以上的典型困难山区，测试

各种地形影响算法性能，以方便快速掌握地形影响性质及其空域谱域特征。 

3.1 大地水准面外部各种场元局部地形影响计算 

[目标]由地面数字高程模型和地面大地高格网，按严密数值积分或 FFT 算法，计算

大地水准面及其外部高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏差（南向、西向，″）或重

力梯度（径向，E）的局部地形影响。 
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各种类型场元的地形影响等于其经典地形改正的负值，如局部地形影响等于负的局

部地形改正。由于正常重力场不存在地形影响问题，因此，扰动重力、空间异常的局部

地形影响等于重力的局部地形影响。 

3.1.1 外部各种重力场元局部地形影响数值积分 

[功能]由地面数字高程模型和地面大地高格网，按严密数值积分方法，计算大地水

准面及其外部高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏差（″，南向、西向）或重力梯度

（径向，E）的局部地形影响。 

[输入]格网规格相同的地面数字高程模型与地面大地高格网文件，计算点空间位置

文件或计算面大地高格网文件。 

计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 

计算面大地高格网用于提供按格网计算的空间计算点大地坐标。 

[参数设置]选择计算点文件格式、计算场元类型，输入局部地形影响积分半径。 

 

[输出]各种场元局部地形影响计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在空间计算点值文件记录

的基础上，增加若干列指定类型场元的局部地形影响计算值，保留 4 位有效数字。 

当输入计算面大地高格网文件时，程序运行过程中的临时输出结果文件（方便查看
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运行进度）记录格式：点号，经度，纬度，大地高，若干列指定类型场元局部地形影响。

程序运行结束后，结果文件存储输出场元局部地形影响格网文件名。 

当按计算面大地高格网计算时，程序在当前目录下，输出高程异常（*.ksi）、重力

（*.gra）、垂线偏差向量（*.dft）或重力梯度（*.grr）的局部地形影响格网文件。*为界

面输入的结果文件名，程序输出指定类型场元的局部地形影响格网文件。 

 
计算点位置适合大地水准面及其外部近地空间，即大地水准面至航空高度。由于正

常重力场保持不变，地形影响的对象是重力位、重力和重力梯度，因此，任意计算点处

扰动重力、空间异常的地形影响都严格等于其重力的地形影响。 

地面数字高程模型格网边缘积分半径范围内，存在积分的边缘效应。高海拔地区，

重力的局部地形影响有正有负，重力局部地形影响近似等于线性 Molodensky 一阶项。

近岸海域存在局部地形影响影响，大洋深处局部地形影响等于零。 

本例采用 1′数字高程模型，积分半径取 90km，计算面选择地面（位置用地面大地

高格网表示），计算各种地面扰动场元的局部地形影响。扣除外围 1°存在积分边缘效应

的格网区域后，进行统计。 

令 D 为最大值与最小值之差，ε 为标准差，D/ε 大表明超短波信号数量占比小但幅

值突出。一般情况下，某种类型场元的某类地形影响 D/ε 较大，则该类地形影响对该种

场元数据处理越有利。本例中，重力局部地形影响的 D/ε 较大，说明，用局部地形影响
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处理重力（空间异常或扰动重力）数据效果较好；垂线偏差局部地形影响的 D/ε 最小，

说明，用局部地形影响处理垂线偏差数据不是一种好的选择。 

场元类型/单位 平均值 标准差 ε 最小值 最大值 D/ε 

高程异常 m -0.2233 1.4995 -8.9709 4.9249 9.3 

重力 mGal -0.5364 0.7599 -14.3238 0.5061 19.5 

垂线偏差 S″ 1.0139 3.2809 -8.7789 13.2512 6.7 

垂线偏差 W″ 1.7161 3.2445 -6.8166 14.4212 6.5 

重力梯度 E 1.3980 83.1923 -368.3504 493.4792 10.4 

3.1.2 外部各种场元局部地形影响快速 FFT 计算 

[功能]由地面数字高程模型和地面大地高格网，按二维或一维 FFT 快速积分算法，

计算大地水准面及其外部高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏差（″，南向、西向）

或重力梯度（E，径向）的局部地形影响。 

[输入]格网规格相同的地面数字高程模型、地面大地高格网文件与计算面大地高格

网文件。 

 
[参数设置]选择计算场元类型和快速算法，输入局部地形影响积分半径。 

PAGravf4.5 通过控制核函数定义域，实现固定半径的地形影响积分，包括数值积分
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与积分快速 FFT 算法（核函数加窗），以协调统一各种地形影响算法。二维 FFT 采用改化

的平面二维核函数，在纬度 10°范围内，其计算精度与一维 FFT 没有明显差异。 

[输出]指定类型场元局部地形影响格网。 

程序在当前目录下，输出高程异常（*.ksi）、重力（*.gra）、垂线偏差向量（*.dft）

或重力梯度（*.grr）的局部地形影响格网文件。*为界面输入的结果文件名，程序输出指

定类型场元的局部地形影响格网文件。 

 

本例采用与数值积分完全相同的参数，按 FFT 算法计算，统计场元局部地形影响的

FFT 计算结果与数值积分结果之差。 

FFT 与数值积分之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

高程异常 m 
FFT2 -0.0001 0.0138 -0.0686 0.0883 

FFT1 0.0012 0.0027 -0.0115 0.0110 

重力 mGal 
FFT2 0.0352 0.2316 -0.7410 1.4406 

FFT1 0.0341 0.2298 -0.7602 1.3356 

垂线偏差 S″ 
FFT2 -0.0082 0.0197 -0.1176 0.1275 

FFT1 -0.0026 0.0138 -0.1616 0.1538 

垂线偏差 W″ FFT2 0.0018 0.0400 -0.3873 0.1555 
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FFT1 0.0051 0.0198 -0.4444 0.2844 

重力梯度 E 
FFT2 0.0042 0.5176 -19.6242 10.5354 

FFT1 0.0036 0.5859 -21.2847 12.1181 

统计结果显示，严密数值积分与快速 FFT 算法计算结果差异不大，一维 FFT 与二维

FFT 计算结果之间没有明显差异。 

3.1.3 外部各种重力场元局部地形影响计算器 

[功能]输入地面数字高程模型和地面大地高格网，实时计算大地水准面外部近地空

间计算点的高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏差向量（″，南向 S/西向 W）和重力

梯度（E，径向）的局部地形影响。 

首先输入格网规格完全相同的地面数字高程模型（表示地形起伏）与地面大地高格

网（表示地面位置的大地坐标）文件，点亮[开始计算]按钮。之后，可反复输入计算点

的大地坐标，及时计算并显示计算点处各种场元的局部地形影响。 

 
计算点位置适合大地水准面及其外部近地空间，即大地水准面至航空高度。 

程序容许随时从界面更换地面数字高程模型与地面大地高格网文件，或改变积分半

径，用户输入会立即生效。 
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3.2 外部重力陆地/海洋/湖库完全布格影响积分 

[目标]由陆海地形数字模型和地面/海面大地高格网，按严密数值积分或 FFT 算法，

计算大地水准面及其外部近地空间重力陆海统一的完全布格影响（mGal）。 

完全布格影响是移去大地水准面以上地形质量，同时将海水密度补偿到地形密度后，

产生的地球重力场变化。 

重力场元的完全布格影响远大于相应扰动场元自身量级，在地质勘探与地球物理学

中通常用于探测重力场的几何结构（定性为主）；物理大地测量学关注定量精度要求，

一般不能直接应用，而主要用于计算剩余地形影响。 

程序适合陆地、陆海交界、海域无缝的重力完全布格影响统一计算。计算点位置适

合大地水准面及其外部近地空间，即大地水准面至航空高度。 

3.2.1 外部重力陆海统一完全布格影响积分 

[功能]由陆海地形数字模型、地面/海面大地高格网，按严密数值积分或 FFT 算法，

计算大地水准面及其外部重力陆海统一的完全布格影响。由于正常重力场不变，因此，

扰动重力、空间异常的完全布格影响等于重力的完全布格影响。 

[输入]格网规格相同的陆海地形数字模型与地面/海面大地高格网文件，计算点空间

位置文件或计算面大地高格网文件。 
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计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 

计算面大地高格网用于提供按格网计算的计算点空间大地坐标。 

[参数设置]选择计算点文件格式和积分算法，输入陆域局部地形影响积分半径和海

域海水完全布格影响积分半径。 

 

[输出]陆海完全布格影响计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在计算点记录的基础上，

增加局部地形影响、陆地球壳布格影响、海水完全布格影响与陆海完全布格影响值，保

留 4 位有效数字。 

当输入计算面大地高格网文件时，输出同规格格网的外部重力陆海统一的完全布格

影响格网文件。 

若将陆海地形模型中的海洋水深置零，程序自动计算近地空间陆地完全布格影响；

若将陆海地形模型中的地面高程置零，程序自动计算近地空间海水完全布格影响。 

近海陆地受海水布格影响，近岸海域受陆地局部地形影响。海岸带陆域或海域，同

时受海水布格和陆地局部地形影响。 

本例采用陆海统一的 5′陆海地形模型，陆地局部地形积分半径 90km，海水完全布

格影响积分半径 300km，计算面为地面/海面（大地高格网），计算陆海统一的重力完全

布格影响。扣除外围 3°存在积分边缘效应的格网区域后，进行统计。 
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mGal 平均值 标准差 最小值 最大值 

数值积分 -17.2622 110.3575 -260.5460 562.1404 

FFT2－数值积分 1.7056 1.8637 0.0265 19.7512 

FFT1－数值积分 2.0864 2.2786 0.0268 19.3779 

FFT2－FFT1 -0.3808 0.7884 -3.3353 0.8730 

由于各种类型球壳布格影响量级大，地形起伏三阶近似的引入误差有时甚至超过扰

动场元本身量级。PAGravf4.5 因此推荐，除重力完全布格影响可用积分法计算外，其他

各种类型外部场元（包括重力）的完全布格影响，以全球陆海地形质量球谐系数模型为

参考地形场，采用移去恢复法按剩余地形影响积分精准计算。具体计算过程请参考[平均

地形高度面完全布格扰动重力计算流程]。 

3.2.2 江河湖库水体完全布格影响积分计算 

[功能]由江河湖库水深格网（陆地为零）和水面大地高格网（陆地为零），按严密积

分公式，计算大地水准面外部重力的水体完全布格影响。 

[输入]格网规格相同的湖库水深格网文件与湖面大地高格网文件，大地水准面外部

计算点空间位置文件。 

 

[输出]大地水准面外部重力的水体完全布格影响结果文件。 
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3.3 各种外部场元地形 Helmert 凝聚影响计算 

[目标]由地面数字高程模型和地面大地高格网，按严密数值积分或 FFT 算法，计算

大地水准面及其外部高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏差（″）或重力梯度（E）的

地形 Helmert 凝聚影响。 

计算点位置适合大地水准面及其外部近地空间，即大地水准面至航空高度。由于正

常重力场保持不变，地形 Helmert 凝聚影响对象是重力位和重力，因此，任意计算点处

扰动重力、空间异常的地形 Helmert 凝聚影响严格等于重力地形 Helmert 凝聚影响。 

与局部地形影响相比，地形 Helmert 凝聚影响的超短波成分更为丰富。受大陆地形

影响，近岸海域存在地形 Helmert 凝聚影响；大洋深处地形 Helmert 凝聚影响等于零。 

3.3.1 大地水准面外部地形 Helmert 凝聚数值积分 

[功能]由地面数字高程模型和地面大地高格网，按严密数值积分方法，计算大地水

准面及其外部高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏差（″，南向、西向）或重力梯度

（E，径向）的地形 Helmert 凝聚。 

[输入]格网规格相同的地面数字高程模型与地面大地高格网文件，计算点空间位置

文件或计算面大地高格网文件。 

计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 

 

计算面大地高格网用于提供按格网计算的计算点空间大地坐标。 
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[参数设置]选择计算点文件格式、计算场元类型，输入积分半径。 

[输出]各种场元地形 Helmert 凝聚影响计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在空间计算点值文件记录

的基础上，增加若干列指定类型场元地形 Helmert 凝聚影响计算值，保留 4 位有效数字。 

当输入计算面大地高格网文件时，输出结果文件记录格式：点号，经度，纬度，大

地高，若干列指定类型场元的地形 Helmert 凝聚影响。 

当按计算面大地高格网计算时，程序在当前目录下，输出高程异常（*.ksi）、重力

（*.gra）、垂线偏差向量（*.dft）或重力梯度（*.grr）的地形 Helmert 凝聚格网文件。*

为界面输入的结果文件名，程序输出指定类型场元的地形 Helmert 凝聚格网文件。 

 
本例采用 1′数字高程模型，积分半径取 90km，计算面选择地面（位置用地面大地

高格网表示），计算地面各种扰动场元的地形 Helmert 凝聚影响。扣除外围 1°存在积分

边缘效应的格网区域后，地面各种类型场元的地形 Helmert 凝聚影响统计如表。 

场元类型/单位 平均值 标准差 ε 最小值 最大值 D/ε 

高程异常 m -0.0005 0.0029 -0.0134 0.0180 1.6 

重力 mGal 0.2932 0.4168 -0.4313 3.1693 8.6 

垂线偏差 S″ 2.0301 6.5718 -17.5982 26.6152 6.8 

垂线偏差 W″ 3.4358 6.5000 -13.6625 28.9665 6.8 

重力梯度 E -0.3677 16.5856 -257.5543 112.1249 22.3 
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地形 Helmert 凝聚影响的超短波成分较为丰富。比较 D/ε 可以看出，若不考虑重力

场结构与重力点分布情况，地形 Helmert 凝聚相对于局部地形影响，更适合处理（扰动）

重力梯度数据，但不利于处理中长波占优的重力场量，如地形 Helmert 凝聚法并不利于

精化大地水准面（高程异常）。 

3.3.2 外部场元地形 Helmert 凝聚影响 FFT 计算 

[功能]由地面数字高程模型和地面大地高格网，按二维或一维 FFT 快速积分算法，

计算大地水准面及其外部高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏差（″，南向、西向）

或重力梯度（E，径向）的地形 Helmert 凝聚影响。 

[输入]格网规格相同的地面数字高程模型、地面大地高格网文件与计算面大地高格

网文件。 

[参数设置]选择计算场元类型和快速算法，输入积分半径。 

[输出]指定类型场元地形 Helmert 凝聚影响格网。 

 

程序在当前目录下，输出高程异常（*.ksi）、重力（*.gra）、垂线偏差向量（*.dft）

或重力梯度（*.grr）的地形 Helmert 凝聚影响格网文件。*为界面输入的结果文件名，程

序输出指定类型场元的地形 Helmert 凝聚影响格网文件。 

本例采用与数值积分完全相同的参数，按 FFT 算法计算，统计场元地形 Helmert 凝

聚影响的 FFT 计算结果与数值积分结果之差。 
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FFT 与数值积分之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

高程异常 m 
FFT2 0.0008 0.0015 -0.0026 0.0064 

FFT1 0.0007 0.0015 -0.0027 0.0063 

重力 mGal 
FFT2 0.0009 0.1262 -0.5535 0.6116 

FFT1 0.0025 0.1255 -0.5085 0.6768 

垂线偏差 S″ 
FFT2 -0.0174 0.0404 -0.2220 0.1438 

FFT1 -0.0062 0.0240 -0.2359 0.2179 

垂线偏差 W″ 
FFT2 0.0025 0.0804 -0.5046 0.2902 

FFT1 0.0093 0.0306 -0.6211 0.4129 

重力梯度 E 
FFT2 0.0062 0.4810 -17.1773 9.8987 

FFT1 0.0062 0.4799 -16.8811 9.8312 

3.3.3 外部重力场元地形 Helmert 凝聚影响计算器 

[功能]输入地面数字高程模型和地面大地高格网，由大地水准面外部近地空间计算

点大地坐标，实时计算高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏差（″，南向、西向）与

重力梯度（E，径向）的地形 Helmert 凝聚影响。此项功能适合课堂教学演示。 

首先输入格网规格完全相同的地面数字高程模型（表示地形起伏）与地面大地高格

网（表示地面位置的大地坐标）文件，点亮[开始计算]按钮。之后，可反复输入计算点



52 

的大地坐标，及时计算并显示计算点处各种类型场元的地形 Helmert 凝聚影响。 

 

 
程序容许随时从界面更换地面数字高程模型与地面大地高格网文件，或改变积分半
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径，用户输入会立即生效。 

不同于局部地形影响和完全布格影响，地形 Helmert 凝聚前后，地形质量保持不变，

因而场量在垂直方向的地形 Helmert 凝聚影响一般远小于其完全布格影响，也小于其局

部地形影响。 

3.4 近地空间场元陆海剩余地形影响积分计算 

[目标]由陆海高分地形模型、低通陆海地形模型和地面/海面大地高数字模型，按严

密数值积分或 FFT 算法，计算大地水准面及其外部高程异常（m）、重力（mGal）、垂线

偏差（″）或重力梯度（E）的陆海剩余地形影响。 

计算点位置适合大地水准面及其外部近地空间，即大地水准面至航空高度。由于正

常重力场保持不变，因此任意计算点处扰动重力、空间异常的剩余地形影响都严格等于

其重力的剩余地形影响。 

程序将陆海高分地形模型与陆海低通地形模型相减，生成陆海剩余地形模型格网。

高分陆海地形模型同时用于分离陆域海域。由于有限半径积分方法不具有处理地形零阶

项的能力，因此积分前，程序自动移去剩余地形模型的平均值。 

3.4.1 近地空间场元陆海剩余地形影响数值积分 

[功能]由陆海高分地形模型、陆海低通地形模型和地面/海面大地高格网，按严密数

值积分方法，计算近地空间大地水准面及其外部高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏

差向量（″，南向 S/西向 W）和重力梯度（E，径向）的陆海剩余地形影响。 

[输入]格网规格相同的陆海高分地形模型、陆海低通地形模型和地面/海面大地高格

网文件，计算点空间位置文件或计算面大地高格网文件。 

计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 

计算面大地高格网用于提供按格网计算的计算点空间大地坐标。地面/海面大地高

格网用于表示剩余地形质量面元所在位置。 

[参数设置]选择计算点文件格式、计算场元类型，输入积分半径。 

[输出]各种场元场元陆海剩余地形影响计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在空间计算点值文件记录

的基础上，增加若干列指定类型场元的剩余地形影响（完全布格影响）计算值，保留 4

位有效数字。 

当输入计算面大地高格网文件时，输出结果文件记录格式：点号，经度，纬度，大

地高，若干列指定类型场元的剩余地形影响。 

当按计算面大地高格网计算时，程序在当前目录下，输出高程异常（*.ksi）、重力

（*.gra）、垂线偏差向量（*.dft）或重力梯度（*.grr）的剩余地形影响格网文件。*为界
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面输入的结果文件名，程序输出指定类型场元的剩余地形影响格网文件。 
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本例采用 1′数字高程模型，低通地形模型由 1440 阶地形质量球谐系数模型构建，

积分半径取 90km，计算地面各种重力场量的剩余地形影响。扣除外围 1°存在积分边缘

效应的格网区域后，进行统计。 

地面场量类型/单位 平均值 标准差 ε 最小值 最大值 D/ε 

高程异常 m 0.0188 0.0566 -0.2151 0.3835 10.2 

重力 mGal 0.5342 1.0570 -1.6605 13.2024 14.1 

垂线偏差 S″ -0.0000 0.8730 -4.7838 4.6030 10.8 

垂线偏差 W″ -0.0075 0.8157 -6.2512 5.1511 14.0 

重力梯度 E -7.0310 300.1898 -928.6079 884.6364 6.0 

剩余地形影响的谱域性质可通过低通地形模型调控。本例 D/ε 显示，若不考虑重力

场结构与重力点分布情况，与局部地形影响和地形 Helmert 凝聚相比，剩余地形影响更

有利于精化大地水准面（高程异常），适合处理垂线偏差数据（如用于卫星测高数据处

理），但不利于处理（扰动）重力梯度数据。 

3.4.2 近地各种场元陆海剩余地形影响 FFT 计算 

[功能]由陆海高分地形模型、陆海低通地形模型和地面/海面大地高格网，按一维或

二维快速 FFT 算法，计算大地水准面及其外部高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏差

向量（″，南向 S/西向 W）和重力梯度（E，径向）的陆海剩余地形影响。 

[输入]格网规格相同的陆海高分地形模型、陆海低通地形模型和地面/海面大地高格

网与计算面大地高格网文件。 

[参数设置]选择计算场元类型和快速算法，输入积分半径。 

[输出]指定类型场元剩余地形影响格网。 

程序在当前目录下，输出高程异常（*.ksi）、重力（*.gra）、垂线偏差向量（*.dft）

或重力梯度（*.grr）的剩余地形影响格网文件。*为界面输入的结果文件名，程序输出指

定类型场元的剩余地形影响格网文件。 

本例采用与数值积分完全相同的参数，按 FFT 算法计算，统计场元剩余地形影响的

FFT 计算结果与数值积分结果之差。 

FFT 与数值积分之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

高程异常 m 
FFT2 -0.0129 0.0335 -0.2051 0.1237 

FFT1 -0.0096 0.0242 -0.1514 0.0870 

重力 mGal 
FFT2 0.1031 0.2585 -0.4320 3.0334 

FFT1 0.0328 0.2266 -0.7472 1.3431 

垂线偏差 S″ 
FFT2 0.0001 0.3380 -1.7813 1.8500 

FFT1 0.0002 0.0021 -0.0248 0.0334 

垂线偏差 W″ FFT2 0.0029 0.3145 -1.9819 2.3883 
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FFT1 0.0001 0.0040 -0.1178 0.0822 

重力梯度 E 
FFT2 0.4968 15.1962 -67.4822 97.0052 

FFT1 -0.0239 0.3995 -10.3352 4.9832 

在计算积分核函数时，二维 FFT 算法将全部流动面元地心距都近似为整个边界面的

平均地心距，一维 FFT 算法则对同一纬度格网采用一个平均地心距。 

若计算海水完全布格影响时，可将陆海低通地形模型取零值格网。此时，积分半径

一般不应小于 250km。 

为有效改善重力场逼近性能，建议低通地形模型由全球陆海地形质量球谐系数模型，

采用合适的截断阶数，按球谐综合方法构建。 

 

3.4.3 近地空间场元陆海剩余地形影响计算器 

[功能]输入陆海高分地形模型、陆海低通地形模型和地面/海面大地高格网，由大地

水准面外部近地空间计算点大地坐标，实时计算高程异常（m）、重力（mGal）、垂线偏

差向量（″，南向 S/西向 W）和重力梯度（E）的陆海剩余地形影响。此项功能适合课堂

教学演示。 

首先输入格网规格完全相同的高分陆海地形模型（区分陆域海域）、低通陆海地形

模型与地面/海面大地高格网（表示剩余地形质量流动面元所在位置）文件，点亮[开始

计算]按钮。之后，可反复输入计算点大地坐标，及时计算并显示计算点处各种类型场元
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的剩余地形影响。 

 

 

计算点位置适合陆域、海域的大地水准面及其外部近地空间，即大地水准面至航空
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高度。 

程序容许随时从界面更换高分、低通陆海地形模型与地面/海面大地高格网文件，

或改变积分半径，用户输入会立即生效。 

3.5 陆海统一的经典重力布格/均衡影响积分计算 

[目标]由陆海地形数字模型和地面/海面大地高格网，计算地面/海面重力陆海统一

的经典布格/均衡影响（mGal）。 

各种类型地形影响等于其经典地形改正的负值，如平面层间影响等于负的层间改正，

海水布格影响等于负的海水布格改正。 

经典布格重力异常 = 地面/海面空间异常 - 布格影响量 - 空间异常由地面到大地水

准面的解析延拓量。经典布格扰动重力 = 地面/海面扰动重力 - 布格影响量 - 扰动重力

由地面到大地水准面的解析延拓量。 

经典均衡重力异常 = 地面/海面空间异常 - 均衡影响量 - 空间异常由地面到大地水

准面的解析延拓量。经典均衡扰动重力 = 地面/海面扰动重力 - 均衡影响量 - 扰动重力

由地面到大地水准面的解析延拓量。 

解析延拓量需调用[地球重力场数据分析与预处理计算]程序计算，推荐采用超高阶

重力场模型移去恢复法，或在此基础上增加残差径向梯度法解析延拓。 

布格重力异常与布格扰动重力的地形影响相等，均衡重力异常与均衡扰动重力的地

形影响相等。 

3.5.1 地面/海面重力点经典布格均衡影响计算 

[功能]由陆海地形数字模型和地面/海面大地高格网，计算地面/海面重力点陆海统

一的经典布格影响/均衡影响及其各种地形影响量（mGal）。 

[输入]格网规格相同的陆海地形数字模型和地面/海面大地高格网，计算点位置文件

或计算范围地面/海面大地高格网文件。 

[参数设置]输入陆地局部地形影响积分半径，陆海均衡影响/海水布格影响积分半径

与均衡补偿深度。 

[输出]陆海统一的经典布格/均衡影计算结果文件。 

当输入计算点位置文件时，结果文件记录格式：在计算点值文件记录的基础上，增

加地形高度/海洋水深、局部地形影响、陆地平面层间影响、海水完全布格影响、陆地

均衡影响、海洋均衡影响，布格影响量与均衡影响量共 8 个属性值，保留 4 位有效数字。 

当输入计算范围地面/海面大地高格网文件时，输出结果文件记录格式：点号，经

度，纬度，地形高度/海洋水深，局部地形影响，陆地平面层间影响，海水完全布格影

响，陆地均衡影响，海洋均衡影响，布格影响量与均衡影响量。 
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当按大地高格网计算时，程序还在当前目录下，输出陆海布格影响量（*.bgr）和陆

海均衡影响量（*.ist）格网。*为界面输入的结果文件名。 

无论是地面、海洋还是航空重力，计算经典布格/均衡重力异常/扰动重力只需简单

两步。第一步得到大地水准面上空间异常/扰动重力（当采用重力场位系数模型时，直

接调用 2.2.1 计算），第二步调用本程序计算布格/均衡影响量，两步相减即可。 

3.5.2 陆海重力点经典布格/均衡影响计算器 

[功能]输入陆海地形模型和地面/海面大地高格网，由地面/海面计算点大地坐标，

实时计算陆海统一的经典布格影响/均衡影响及其各种地形影响量（mGal）。 

用+表示大于零，－表示小于零，则有：平面层间影响（+），海水布格影响（－），

陆地均衡影响（－），海洋均衡影响（+）。 

近岸海域受局部地形影响和陆地均衡影响，不等于零；近海陆地受海水布格影响和

海洋均衡影响也不为零。 

程序容许随时从界面更换地面数字高程模型与地面/海面大地高格网文件，或改变

积分半径、均衡补偿深度，用户输入会立即生效。 
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3.6 超高阶陆海地形球谐分析与球谐系数模型构建 

[目标]对全球陆海地形（陆域地形高度/海域海洋水深）进行球谐分析，生成规格化

陆海地形质量（面密度）球谐系数模型，用于计算地面、海洋、航空及卫星高度等各种

类型场元的完全布格影响或剩余地形影响模型值。 

3.6.1 全球陆海地形数据球坐标格网化 

[功能]利用全球地面/海面离散点值记录数据，由指定的属性和空间分辨率，按简单

平均法，生成全球球坐标格网模型。 

[输入]全球地面/海面离散点值。 

记录格式：点号或点名，经度，纬度（度小数），…，待格网化属性，…。 

[参数设置]输入离散点文件的头文件行数，记录中待格网化属性所在列序号和球坐

标格网空间分辨率（′）。 

[输出]全球陆海球坐标格网。 

3.6.2 超高阶全球陆海地形球谐分析 

[功能]由球坐标系中全球陆海地形模型格网，计算陆地和海水完全布格的地形质量

（用面密度表示，单位 kg/m²），对其进行球谐分析，将其用相应阶次的全球陆海地形质

量规格化球谐系数模型（kg/m²）表示。 
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[输入]球坐标系中全球陆海地形模型格网文件... 

[参数设置]输入迭代残差标准差阈值 a，迭代增量终止条件 b，选择是否同时输出全

球地形位系数模型（m）。 

迭代终止条件：当残差格网的格值标准差小于原格网格值标准差的 a%时，或上一步

迭代残差标准差与当前残差标准差之差，小于原格网格值标准差的 b‰时，迭代终止。 

[输出]全球陆海地形质量规格化球谐系数模型（kg/m²），迭代过程统计信息文件

Harminf.txt 和残差格网文件。 

Harminf.txt 记录格式：迭代次数，（地形面密度残差）平均值，标准差，最小值，

最大值。 

全球陆海地形质量规格化球谐系数模型头文件：地心引力常数 GM（×10¹⁴m³/s²），

地球长半轴 a（m），零阶项 aC₀₀（kg/m²），相对误差 Θ（%）。 

 
程序根据要求在当前目录下输出全球陆海地形规格化位系数文件*geop.dat。*为全

球陆海地形质量球谐系数文件名。头文件同全球陆海地形质量球谐系数模型文件。 

程序采用迭代算法，计算过程需要等待...期间可打开当前目录下的 Harminf.txt 文件，

查看迭代进程... 

Θ 为最终迭代残差标准差与源格网格值标准差的百分比，𝐺𝑀, 𝑎也称为球谐系数模

型的尺度参数。 

零阶项代表地形面密度引起的地球总质量变化，在地球质量守恒条件下无意义，后

续计算一般忽略零阶项。3 个一阶项球谐系数（C₁₀，C₁₁，S₁₁）代表全球陆海地形面密
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度引起的地球质心变化。 

球谐系数阶数 n 等于陆海地形格网在纬度方向格网数。如 0.25˚分辨率陆海地形模型

对应 n=720。 

陆地地形面密度等于地形高度与地形密度之积，表示单位面积地形质量，恒大于零。 

海洋地形面密度等于水深乘以海水密度与地形密度之差，表示单位面积海洋水体补

偿质量，恒小于零。 

3.7 外部场元完全布格/剩余地形影响球谐综合计算 

[目标]利用陆海地形质量规格化球谐系数模型（kg/m²），计算陆域地形高度/海域海

洋水深模型值，以及大地水准面及其外部空间任意点处各种场元的剩余地形影响（完全

布格影响）模型值，分析全球陆海地形影响的谱域空域性质。 

由于正常重力场不变，因此，外部扰动重力、空间异常的地形影响等于重力的地形

影响，扰动位的地形影响等于重力位的地形影响。 

3.7.1 场元完全布格(剩余地形)影响陆海地形球谐综合 

[功能]输入地形质量规格化球谐系数模型（kg/m²），计算陆地地形高程/海洋水深模

型值，以及大地水准面及其外部空间任意点处高程异常（m）、（扰动）重力/空间异常

（mGal）、垂线偏差（s，ʺ/秒，南向、西向）、径向重力梯度（E）、水平重力梯度（E，

北向、西向）或扰动位（m²/s²）的剩余地形（完全布格）影响模型值。 

[输入]地形质量规格化球谐系数模型（kg/m²）文件，计算点空间位置文件或计算面

大地高格网文件。 

地形质量规格化球谐系数模型头文件：地心引力常数 GM（×10¹⁴m³/s²），地球长半

轴 a（m），零阶项 aC₀₀（kg/m²），相对误差 Θ（%）。 

计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 

计算面大地高格网用于提供按格网计算的计算点空间大地坐标。 

[参数设置]选择计算点文件格式、计算场元类型，输入球谐系数模型最小计算阶数、

最大计算阶数。 

程序选择球谐系数模型最大阶数和输入最大阶数中的最小值作为计算阶数。 

当球谐系数模型最小计算阶数等于 2 时，程序计算陆海统一的（扰动）重力场元完

全布格影响模型值；当位系数最小计算阶数大于 2 时，程序计算陆海统一的（扰动）重

力场元剩余地形影响模型值。 

[输出]（扰动）重力场元完全布格影响或剩余地形影响模型值计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在空间计算点值文件记录

的基础上，增加一列或若干列指定场元类型的完全布格影响（或剩余地形影响）模型值，
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保留 4 位有效数字。 

 

 
当输入计算面大地高格网文件时，输出结果文件记录格式：点号，经度，纬度，大
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地高，若干列指定场元类型的完全布格影响（或剩余地形影响）模型值。 

当按计算面大地高格网计算时，程序还在当前目录下，输出陆海地形模型值

（*.dtm），高程异常（*.ksi）、（扰动）重力/空间异常（*.gra）、垂线偏差向量（*.dft）、

径向重力梯度（*.grr）、水平梯度向量（*.hgd）或扰动位（*.get）剩余地形（完全布格）

影响模型值格网文件。*为界面输入的结果文件名，程序按选择的场元类型输出相应类

型格网文件。 

计算过程需要等待，计算期间可打开输出文件查看计算进度... 

程序适合陆地、陆海交界、海域无缝的多种类型重力场元完全布格影响和剩余地形

影响统一计算。场元所处位置可以是大地水准面及其外部空间，如大地水准面至地球卫

星高度。在计算陆地地形高程/海洋水深模型值时，程序忽略计算点高度信息。 

设置相等的最小、最大阶数 n，程序计算第 n 阶陆海地形位系数对扰动重力场元的

贡献。程序可计算任意阶 n、累积 n 阶、带宽 n₁~n₂的地形质量影响，以分析评价陆海地

形球谐系数模型的谱域空域特性。 

3.7.2 外部场元完全布格(剩余地形)影响模型值计算器 

[功能]输入地形质量规格化球谐系数模型（kg/m²），由大地水准面外部整个地球空

间计算点大地坐标，实时计算陆地地形高程/海洋水深与各种场元的剩余地形（完全布

格）影响模型值。 

 
首次打开超高阶陆海地形质量球谐系数文件时，需要时间读取和初始化，请等待... 
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3.7.3 陆海地形位系数模型频谱性质分析 

[功能]计算陆海地形质量球谐系数模型和高阶地球重力场模型阶方差，通过比较多

种阶方差曲线，考察与评估陆海完全布格影响、剩余地形影响的谱域和空域性质。 
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地形影响计算还可用于优化设计重力测量和水准测量技术方案。 

3.8 重力场元各种地形影响计算练习流程 

3.8.1 平均地形高度面完全布格扰动重力计算流程 

由模拟的地面及航空高度上观测扰动重力，与地面数字高程模型，按剩余地形影响、

参考重力场模型与地形质量球谐系数模型组合移去恢复技术，计算平均地形高度面（当

作重力等位面）上完全布格扰动重力格网，以演练适合近地空间、陆海统一的完全布格

影响计算要点与作业流程。 

完全布格影响定义为：移去大地水准面以上地形质量，同时将海水密度补偿到地形

密度后，产生的地球重力场变化。 

（一）输入输出数据与相关地形模型 

为抑制积分边缘效应，要求地形数据范围（扩展区域，E94.5~99.5°，N30.5~34.5°）

⊃ 成果范围（测点分布范围/归算面范围，E95.0~99.0°，N31.0~34.0°）。 

（1）观测扰动重力数据 Obsgrav.txt。 

测点扰动重力采用 1800 阶 EGM2008 模型值模拟。PAGravf4.5 采用完全相同的算法

统一处理地面、航空和海面的各种重力数据，处理过程中无需区分重力点位是在地面、

航空高度还是在海域。 

观测数据文件记录格式：点号，经度（°），纬度（°），大地高（m），扰动重力

（mGal）。点位分布如图。 
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（2）1800 阶地形质量球谐系数模型 ETOPOcs3600.dat 与 2190 阶 EGM2008 重力位

系数模型 EGM2008.gfc。 

两个模型存放在 C:\PAGravf4.5_win64cn\data 目录中。其中，1800 阶地形质量球谐

系数模型，采用全球 2′陆海地形模型 ETOPO2v2g，由 PAGravf4.5 程序[超高阶陆海地形

球谐分析与球谐系数模型构建]生成。 

 

（3）地面数字高程模型。 

为消除积分边缘效应，数字高程模型格网范围（扩展区域）要比计算区域大些。 

数字高程模型分辨率通常采用两种。高分辨率用于观测数据归算，即计算并移去测

点重力数据的剩余地形影响；另一种分辨率与成果分辨率一致，用于恢复成果的地形影

响。本例分别为 60″和 120″，对应文件为 extdtm60s.dat 和 extdtm120s.dat。 

（4）60″地面大地高格网 surfhgt60s.dat。 

地面大地高格网用于提供剩余地形质量（积分流动单元）所在的空间位置，在高精

度计算中不可或缺。本例中，地面大地高格网等于 180 阶模型高程异常格网与地面数字

高程模型之和。 

（5）120″平均地形等高面大地高格网 equihgt120s.dat。 

本例中，平均地形高度面，简称地形等高面，是地面观测量的归算面，也是成果格

网的计算面。地形等高面大地高格网等于 180 阶模型高程异常格网与地面正（常）高平

均值（4512.0m，由数字高程模型统计）之和。 

格网化是一种非重力场解析运算，容易削弱重力场的解析结构。非解析运算，应在

重力等位面上进行，以尽量抑制非解析格网化运算的负面效应。本例使用地形等高面大

地高格网代表重力等位面。 

当以模型大地水准面高即零高程面大地高，作为等高面大地高时，归算面和计算面

即为传统的大地水准面。 
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（6）输出成果数据。平均地形等高面 120″完全布格扰动重力格网成果。 

 
（二）程序调用、效果与完整数据流 

（1）计算并移去模型地形高度值，构造 60″剩余地形模型。 

调用[场元完全布格(剩余地形)影响陆海地形球谐综合]程序，设置最小计算阶数 1，

最大计算阶数 900（工程计算时阶数尽可能大些），选择计算类型“陆地地形高程/海洋水

深（m）”，输入地形质量球谐系数模型 ETOPOcs1800.dat，输入计算面大地高格网按

surfhgt60s.dat，生成 60″模型数字高程格网 mdldtm60s.dtm。 

将 extdtm60s.dat 与 mdldtm60s.dtm 相 减 后 ， 得 到 扩 展 区 域 剩 余 地 形 模 型

resdtm60s.dat，如图。 

剩余地形模型（RTM）格网统计结果如表 1。 

 平均值 标准差 最小值 最大值 

60″剩余地形格网 m 0.4988 222.3702 -1124.9200 1001.8600 

120″剩余地形格网 m -0.2826 193.8538 -923.7386 843.0482 

（2）计算并移去测点处超高阶模型扰动重力。 

调用[地球重力场各种场元模型值计算]功能，输入 EGM2008.gfc 和观测数据文件

Obsgrav.txt，设置最小计算阶数 2，最大计算阶数 720（实际计算时尽可能大些），选择

计算类型扰动重力，生成测点处模型扰动重力文件 Obsgravmdl.txt（第 6 列）。 
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将 Obsgravmdl.txt 中观测扰动重力（第 5 列）与模型扰动重力（第 6 列）相减，生

成测点处残差扰动重力（第 7 列）数据 Obsgravmdlresd.txt。 

测点扰动重力移去 720 阶模型值前后的统计结果如表 2。 

地面重力测点 平均值 标准差 最小值 最大值 

测点扰动重力 mGal -15.6106 25.5080 -110.7251 59.0160 

残差扰动重力 -0.4881 17.4588 -74.6129 71.5003 

（3）计算并移去测点处扰动重力剩余地形影响。 

调用[场元陆海剩余地形影响完全布格影响数值积分]功能，输入观测数据文件（为

方便计算，用 Obsgravmdlresd.txt），输入高分数字高程模型 extdtm60s.dat、低通数字高

程模型 mdldtm60s.dtm 和地面大地高格网 surfhgt60s.dat，设置积分半径 90km，生成测

点处扰动重力剩余地形影响文件 Obsgravresdtm.txt（第 8 列）。 

有限半径积分法剩余地形影响计算时，无法处理地形零阶项，因而要求剩余地形模

型的平均值应为零。积分计算前，程序自动移去剩余地形模型的统计平均值。 

将 Obsgravresdtm.txt 中残差扰动重力（第 7 列）与扰动重力剩余地形影响（第 8 列）

相减，生成测点处剩余残差扰动重力（第 9 列）数据 Obsgravresidual.txt。 

移去剩余地形影响后，测点处的剩余残差扰动重力统计结果如表 3。 

地面重力测点 平均值 标准差 最小值 最大值 

扰动重力剩余地形 

影响 mGal 
4.8843 7.2038 -73.7901 118.6158 
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剩余残差扰动重力 mGal -5.3034 19.7638 -144.5444 92.4782 

 

 

本例省略残差扰动重力梯度法解析延拓（1000m 高度内量级很小）过程，此时测点

高度处的剩余残差扰动重力，就等于等高面上的剩余残差扰动重力。 
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表 1~3 统计的基本目的是，按格网化优化准则，改善剩余地形影响算法和有关参数。

模拟数据缺乏足够的真实重力场超短波信息，本例因此省略优化准则分析过程。 

注意观察“测点扰动重力→残差扰动重力→剩余残差扰动重力”过程中，场元统计性

质变化规律。至此，完成测点扰动重力到等高面的归算处理工作。 

（4）地形等高面 120″剩余残差扰动重力格网化。 

调用[异质数据基函数插值格网化]功能，选择观测量等权（可自行以剩余地形影响

为参考属性配权），对 Obsgravresidual.txt 中的第 9 列进行格网化运算，生成地形等高面

上 120″剩余残差扰动重力格网 distgravresidual.dat。 

格网范围和分辨率，与成果模型格网一致。 

 

（5）计算地形等高面 120″扰动重力模型值格网。 

调用[地球重力场各种场元模型值计算]功能，输入 EGM2008.gfc 和地形等高面大地

高格网文件（equihgt120s01.dat），选择计算类型扰动重力，设置最小计算阶数 2，最大

计算阶数 720，生成地形等高面 120″模型扰动重力格网 distgravmdl.rga。 

技术上要求重力场位系数模型、最小最大阶数与步骤（2）完全相同。 

（6）计算等高面 120″扰动重力完全布格影响模型值格网。 

调用[场元完全布格(剩余地形)影响陆海地形球谐综合]程序，设置最小计算阶数 2，

最 大 计 算 阶 数 900 ， 选 择 计 算 类 型 为 扰 动 重 力 ， 输 入 地 形 等 高 面 大 地 高 格 网

equihgt120s01.dat，生成 120″扰动重力完全布格影响模型值 distgravmdlcmpbg.rga。 

技术上要求最大计算阶数与步骤（1）相等。 
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（7）生成地形等高面 120″完全布格扰动重力格网成果。 

将计算面上同格网规格扰动重力的剩余残差量格网 distgravresidual.dat 与超高阶重

模型值格网 distgravmdl.rga 相加，再减去模型完全布格影响格网 distgravmdlcmpbg.rga，

生成地形等高面上 120″完全布格扰动重力格网成果 distgravcmpbg.dat。 
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3.8.2 由重力场模型计算陆海布格均衡异常简单流程 

由地球重力位系数模型与陆海地形数据，四步完成全球任意区域经典布格重力异常

（扰动重力）和经典均衡重力异常（扰动重力）计算，以演练大地水准面上陆海统一的

布格/均衡重力异常快速便捷计算流程。 

 

（1）计算目标区域模型大地水准面高-归算面格网。 

调用[地球重力场各种场元模型值计算]功能，输入 EGM2008.gfc 和目标区域 2′零值

格网 zero2m.dat，设置最小计算阶数 2，最大计算阶数 180，选择计算类型高程异常，

生成目标区域模型大地水准面高格网 GMgeoidh2m_180.ksi。 

 

目标区域模型大地水准面高格网，用于提供布格/均衡重力异常的计算/归算面。 
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（2）计算大地水准面上空间异常与扰动重力模型值。 

调用[地球重力场各种场元模型值计算]功能，输入 EGM2008.gfc 和模型大地水准面

高格网 GMgeoidh2m_180.ksi，设置最小计算阶数 2，最大计算阶数 1800，同时选择计

算类型空间异常和扰动重力，生成模型空间异常格网 EGM2008_2m_1800.gra 和模型扰

动重力格网 EGM2008_2m_1800.rga。 

 

（3）计算经典布格影响量和经典均衡影响量。 

调用[陆海统一的经典重力布格/均衡影响积分计算]功能，输入目标区域陆海数字地

形模型格网 extlandseadtm2m.dat 和地面/海面大地高格网 extlandseahgt2m.dat，设置陆

地积分半径 90km，海域积分半径 200km，均衡补偿深度 30km，生成大地水准面上经典

布格影响量格网 BougEquinfl2m.bgr 和均衡影响量格网 BougEquinfl2m.ist。 

采用扩展区域格网，以消除积分计算的边缘效应。由于正常重力场不变，因此空间

异常、扰动重力与重力的布格影响量或均衡影响量，处处相等，无需区分。 

（4）生成大地水准面上经典布格和均衡异常成果。 

①将大地水准面上的模型空间异常格网 EGM2008_2m_1800.gra 和模型扰动重力格

网 EGM2008_2m_1800.rga，分别减去经典布格影响量格网 BougEquinfl2m0.bgr（扣除格

网边缘），得到大地水准面上 2′经典布格重力异常格网 Clsbggravanom2m.dat 和经典布

格扰动重力格网 Clsbgdistgrav2m.dat。 

②将大地水准面上的模型空间异常格网 EGM2008_2m_1800.gra 和模型扰动重力格

网 EGM2008_2m_1800.rga，分别减去经典均衡影响量格网 BougEquinfl2m0.ist（扣除格
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网边缘），得到大地水准面上 2′均衡重力异常格网 Istbggravanom2m.dat 和均衡扰动重力

格网 Istbgdistgrav2m.dat。 
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第四章 高精度重力场逼近与全要素建模 

PAGravf4.5 构建了科学完备的重力场空域边值理论积分与谱域径向基函数逼近算法

体系，具备观测量粗差探测、外部精度指标测定、计算性能控制能力，适合观测数据多

种异质、不同高度、交叉分布、陆海混叠的全要素外部重力场全空间解析建模，能实现

地球外部各种场元的循环闭合解析运算。 

 

本组程序选择重力场短波信号非富（移去前 540 阶模型值后的残差扰动重力，空间

变化超过 300mGal）的典型复杂特征地区，作为计算案例，测试各种重力场逼近算法，

以方便快速掌握重力场逼近算法性能与计算效果。 

4.1 Stokes/Hotine 积分外部高程异常计算 

[目标]由等位面大地高格网（m）及其面上的残差空间异常/扰动重力格网（mGal），

按广义 Stokes/Hotine 严密数值积分或快速 FFT 算法，计算大地水准面及其外部空间的残

差高程异常（m）。 

大地水准面上的高程异常，即为大地水准面差距或大地水准面（大地）高。Stokes

边值问题要求，边界面必须是等位面，即空间异常/扰动重力必须位于重力等位面上。 

为实现有限半径积分，通常需采用参考重力场移去恢复法，先移去等位边界面上的
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模型空间异常/扰动重力，再积分得到计算点处的残差高程异常，最后恢复计算点处的

模型高程异常。 

等位面可采用参考重力场模型（不大于 360 阶）构造，在高度不大于 10 千米的近

地空间，可用等正（常）高面大地高格网表示。 

4.1.1 广义 Stokes 积分外部高程异常计算 

[功能]由等位面残差空间异常格网按 Stokes 积分计算外部残差高程异常。 

[输入]格网规格相同的等位面大地高格网及其面上残差空间异常格网文件，计算点

空间位置文件或计算面大地高格网文件。 

计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 

计算面大地高格网用于提供按格网计算的计算点空间大地坐标。 

[参数设置]选择计算点文件格式和积分算法，输入 Stokes 积分半径。 

[输出]残差高程异常计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在计算点记录的基础上，

增加 1 列残差高程异常计算值，保留 4 位有效数字。 

 
当输入计算面大地高格网文件时，输出同规格格网的残差高程异常格网文件。 

本例采用 180km 积分半径，由大地水准面残差空间异常按 Stokes 积分直接计算残

差地面高程异常。扣除外围 2°存在积分边缘效应的格网区域后，统计 541~1800 阶模型



80 

残差高程异常（视为参考真值），以及 Stokes 积分残差地面高程异常计算结果与模型参

考值之差（用于算法评价）。 
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模型参考值 m 平均值 标准差 最小值 最大值 

541~1800 阶模型地面

高程异常 
0.0010 0.1182 -0.6745 0.4760 

 
计算值与参考值之差 m 平均值 标准差 最小值 最大值 

数值积分 -0.0002 0.0324 -0.1159 0.1211 

FFT2 0.0018 0.0326 -0.1150 0.1280 

FFT1 0.0018 0.0327 -0.1178 0.1251 

进一步统计数值积分、快速 FFT 算法计算结果之间的差别。 

算法之间差异 m 平均值 标准差 最小值 最大值 

FFT1-数值积分 0.0021 0.0059 -0.0150 0.0683 

FFT2- FFT1 0.0021 0.0059 -0.0150 0.0683 

4.1.2 广义 Hotine 积分外部高程异常计算 

[功能]由等位面残差扰动重力格网按 Hotine 积分计算外部残差高程异常。 

[输入]格网规格相同的等位面大地高格网及其面上残差扰动重力格网文件，计算点

空间位置文件或计算面大地高格网文件。 

 
计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）......。计算面大地高格网用于提供按格网计算的计算点空间大地坐标。 
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[参数设置]选择计算点文件格式和积分算法，输入 Hotine 积分半径。 

[输出]残差高程异常计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在计算点记录的基础上，

增加 1 列残差高程异常计算值，保留 4 位有效数字。 

当输入计算面大地高格网文件时，输出同规格格网的残差高程异常格网文件。 

 

类似 Stokes 积分算法分析，统计 Hotine 积分地面残差高程异常计算结果与

541~1800 阶模型地面高程异常参考值之差。 

计算值与参考值之差 m 平均值 标准差 最小值 最大值 

数值积分 -0.0001 0.0256 -0.0915 0.0957 

FFT2 0.0019 0.0259 -0.0911 0.1065 

FFT1 0.0018 0.0261 -0.0934 0.1036 

进一步统计 Stokes 积分与 Hotine 积分残差地面高程异常计算结果之间的差别。 

Stokes-Hotine(m) 平均值 标准差 最小值 最大值 

数值积分 0.0020 0.0090 -0.0264 0.0658 

FFT2 -0.0000 0.0067 -0.0239 0.0258 

FFT1 -0.0000 0.0068 -0.0245 0.0250 

本例显示，Hotine 积分性能略优于 Stokes 积分。 
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4.2 Vening-Meinesz 积分外部垂线偏差计算 

[目标]由等位面大地高格网（m）及其面上空间异常/扰动重力格网（mGal），按广

义 Vening-Meinesz 严密数值积分或 FFT 算法，计算大地水准面及其外部空间的垂线偏差

向量（S,W，″）。 

广义 Vening-Meinesz 公式由广义 Stokes/Hotine 公式导出，属 Stokes 边值问题。要

求被积空间异常/扰动重力位于等位面。 

为实现有限半径积分，通常需采用参考重力场移去恢复法，先移去等位边界面上的

模型空间异常/扰动重力，再积分得到计算点处的残差垂线偏差（S,W），最后恢复计算

点处的模型垂线偏差（S,W）。 

等位面可采用参考重力场模型（不大于 360 阶）构造，在高度不大于 10 千米的近

地空间，可用等正（常）高面大地高格网代替。 

4.2.1 空间异常 Vening-Meinesz 积分计算 

[功能]由等位面残差空间异常格网计算外部残差垂线偏差。 

[输入]格网规格相同的等位面大地高格网及其面上残差空间异常格网文件，计算点

空间位置文件或计算面大地高格网文件。 

计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）......。计算面大地高格网用于提供按格网计算的计算点空间大地坐标。 
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[参数设置]选择计算点文件格式和积分算法，输入 Vening-Meines 积分半径。 

[输出]残差垂线偏差向量计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在计算点记录的基础上，

增加残差垂线偏差向量（S,W，″）计算值（2 列），保留 4 位有效数字。 

 

当输入计算面大地高格网文件时，输出同规格格网的残差垂线偏差向量格网文件。 

本例采用 180km 积分半径，由大地水准面上的残差空间异常格网计算地面残差垂线

偏差。统计541~1800阶模型地面残差垂线偏差（视为参考真值），以及 Vening-Meinesz

积分地面残差垂线偏差计算结果与模型参考值之差（用于算法评价）。 

541~1800 阶模型参考值 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面垂线偏差南向 S″ 0.0014 2.4951 -12.7789 14.2346 

地面垂线偏差西向 W″ 0.0097 2.1772 -9.1577 10.4499 
 

计算值与参考值之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

数值积分 
S″ 0.0003 0.0380 -0.1061 0.1387 

W″ 0.0011 0.0289 -0.0830 0.1091 

FFT2 
S″ 0.0002 0.1107 -0.8974 0.7395 

W″ 0.0011 0.1003 -0.6887 1.0743 

FFT1 
S″ 0.0007 0.1090 -0.8189 0.6581 

W″ 0.0011 0.0984 -0.6078 1.0866 
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4.2.2 扰动重力 Vening-Meinesz 积分计算 

[功能]由等位面残差扰动重力格网计算外部残差垂线偏差。 

[输入]格网规格相同的等位面大地高格网及其面上残差扰动重力格网文件，计算点

空间位置文件或计算面大地高格网文件。 

[参数设置]选择计算点文件格式和积分算法，输入 Vening-Meines 积分半径。 

[输出]残差垂线偏差向量计算结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在计算点记录的基础上，

增加残差垂线偏差向量（S,W，″）计算值（2 列），保留 4 位有效数字。 

 
当输入计算面大地高格网文件时，输出同规格格网的残差垂线偏差向量格网文件。 

类似空间异常 Vening-Meinesz 积分算法分析，统计扰动重力 Vening-Meinesz 积分

地面残差垂线偏差计算结果与 541~1800 阶模型参考值之差。 

计算值与参考值之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

数值积分 
S″ -0.0003 0.0274 -0.0872 0.0994 

W″ 0.0005 0.0200 -0.0646 0.0836 

FFT2 
S″ 0.0002 0.1072 -0.8692 0.7094 

W″ 0.0010 0.0959 -0.6204 1.0981 

FFT1 
S″ 0.0007 0.1058 -0.7910 0.6481 

W″ 0.0010 0.0959 -0.6204 1.0981 
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进一步统计空间异常 Vening-Meinesz 积分与扰动重力 Vening-Meinesz 积分残差地

面垂线偏差计算结果之间的差别。 
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空间异常与扰动重力

Vening-Meinesz 积分之差 
平均值 标准差 最小值 最大值 

数值积分 
S″ -0.0000 0.0062 -0.0286 0.0329 

W″ 0.0003 0.0059 -0.0206 0.0261 

FFT2 
S″ -0.0000 0.0062 -0.0286 0.0329 

W″ 0.0001 0.0050 -0.0189 0.0244 

FFT1 
S″ -0.0000 0.0062 -0.0284 0.0325 

W″ 0.0001 0.0050 -0.0189 0.0241 
 

4.3 多种扰动重力场元反算与逆运算积分 

[目标]由边界面大地高格网（m）及其面上高程异常（m）格网或垂线偏差（S″,W″）

向量格网，按扰动重力场逆运算积分或扰动重力场元反算方法，计算该边界面或其外部

其他类型扰动重力场元。 

扰动场元逆运算积分属 Stokes 边值问题，要求被积高程异常或垂线偏差向量（S,W）

位于等位面；扰动重力反算采用 Poisson 积分与场元微分组合算法，不要求边界面一定

是重力等位面。 

为实现有限半径积分，通常需采用参考重力场移去恢复法，先移去边界面上源扰动

场元的模型值，再采用逆运算或反算算法计算目标扰动场元点的残差值，最后恢复计算

点处目标扰动场元的模型值。 

等位面可采用参考重力场模型（不大于 360 阶）构造，在高度不大于 10 千米的近

地空间，可用等正（常）高面大地高格网代替。 

4.3.1 Stokes 逆运算积分计算空间异常 

[功能]由等位边界面大地高格网（m）及其面上残差高程异常（m）格网，按 Stokes

逆运算积分严密公式或 FFT 算法，计算该等位面上残差空间异常。 

[输入]格网规格相同的等位边界面大地高及其残差高程异常（m）格网文件，等位

面上计算点位置文件（按格网计算时，程序直接将等位边界面大地高格网作为计算点位

置，无需输入计算点位置文件）。 

[参数设置]选择计算点文件格式和积分算法，输入逆 Stokes 积分半径。 

[输出]等位面残差空间异常计算结果文件。 

当输入计算点位置文件时，输出结果文件记录格式：在源计算点值文件记录的基础

上，增加一列由等位面大地高格网内插得到的计算点大地高，和一列该点的残差空间异

常积分值，保留 4 位有效数字。 

当按大地高格网计算时，输出同规格格网的残差空间异常格网文件。 
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本例采用 150km 积分半径，由大地水准面上的残差大地水准面高，计算大地水准面

上残差空间异常。扣除外围 2°存在积分边缘效应的格网区域后，统计 541~1800 阶模型
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残差扰动重力（视为参考真值），以及 Stokes 逆运算积分残差空间异常计算结果与模型

参考值之差（用于算法评价）。 

模型参考值 mGal 平均值 标准差 最小值 最大值 

541~1800 阶大地水准面

上模型空间异常 
0.4334 34.0852 -170.9556 177.8780 

 
计算值与参考值之差 mGal 平均值 标准差 最小值 最大值 

数值积分 -0.0415 2.9285 -15.2734 14.6970 

FFT2 -0.0433 2.8208 -11.9201 13.3607 

FFT1 -0.0444 3.0509 -15.7950 15.5242 
 

4.3.2 Hotine 逆运算积分计算扰动重力 

[功能]由等位边界面大地高格网（m）及其面上残差高程异常（m）格网，按 Hotine

逆运算积分严密公式或 FFT 算法，计算该等位面上残差扰动重力。 

[输入]格网规格相同的等位边界面大地高及其残差高程异常（m）格网文件，等位

面上计算点位置文件（按格网计算时，程序直接将等位边界面大地高格网作为计算点位

置，无需输入计算点位置文件）。 

[参数设置]选择计算点文件格式和积分算法，输入逆 Hotine 积分半径。 

 

[输出]等位面残差扰动重力计算结果文件。 
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当输入计算点位置文件时，输出结果文件记录格式：在源计算点值文件记录的基础

上，增加一列由等位面大地高格网内插得到的计算点大地高，和一列该点的残差扰动重

力积分值，保留 4 位有效数字。 

 

当按大地高格网计算时，输出同规格格网的残差扰动重力格网文件。 

本例采用 150km 积分半径，由大地水准面上的残差大地水准面高，计算大地水准面

上残差扰动重力。扣除外围 2°存在积分边缘效应的格网区域后，统计 541~1800 阶模型

残差扰动重力（视为参考真值），以及 Hotine 逆运算积分残差扰动重力计算结果与模型

参考值之差（用于算法评价）。 

模型参考值 mGal 平均值 标准差 最小值 最大值 

541~1800 阶大地水准面

上模型扰动重力 
0.4348 34.1479 -171.3088 178.1561 

 
计算值与参考值之差 mGal 平均值 标准差 最小值 最大值 

数值积分 0.1277 2.9277 -9.6849 9.6267 

FFT2 -0.0451 2.8982 -12.2656 13.7990 

FFT1 0.1326 2.9671 -9.8383 9.7441 

4.3.3 Vening-Meinesz 逆运算积分 

[功能]由等位边界面大地高格网（m）及其面上残差垂线偏差向量（S,W，″）格网，
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按 Vening-Meinesz 逆运算积分严密公式或 FFT 算法，计算该等位面上的残差高程异常、

残差扰动重力和残差空间异常。 

[输入]格网规格相同的等位边界面大地高及其残差垂线偏差向量（S,W）格网文件，

等位面上计算点位置文件（按格网计算时，程序直接将等位边界面大地高格网作为计算

点位置，无需输入计算点位置文件）。 

[参数设置]选择计算点文件格式和积分算法，输入逆 Vening-Meinesz 积分半径。 

[输出]等位面上残差高程异常、残差扰动重力和残差空间异常计算结果文件。 

当输入等位面上计算点位置文件时，输出结果文件记录格式：在源计算点值文件记

录的基础上，增加一列由等位面大地高格网内插得到的计算点大地高，和 3 列该点的残

差高程异常、残差扰动重力和残差空间异常积分值，留 4 位有效数字。 

当按等位面大地高格网计算时，输出结果文件记录格式：点号，经度，纬度，大地

高，一列由等位面大地高格网内插得到的格网中心点大地高，和 3 列该点的残差高程异

常、扰动重力和空间异常积分值，留 4 位有效数字。 

当按等位面大地高格网计算时，程序还在当前目录下，输出高程异常（*.ksi） ，扰

动重力（*.rga）、空间异常（*.gra）格网文件。*为界面输入的结果文件名。 

 

本例采用 150km 积分半径，由大地水准面上的残差垂线偏差，计算大地水准面上残

差大地水准面高、残差扰动重力和残差空间异常。统计 541~1800 阶模型残差大地水准

面高、残差扰动重力和残差空间异常（视为参考真值），以及 Vening-Meinesz 逆运算积
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分计算结果与模型参考值之差（用于算法评价）。 

 
 

541~1800 阶模型参考值 平均值 标准差 最小值 最大值 

大地水准面高 m 0.0045 0.2172 -1.1490 0.9110 

扰动重力 mGal 0.4348 34.1479 -171.3088 178.1561 

空间异常 mGal 0.4334 34.0852 -170.9556 177.8780 
 

计算值与参考值之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

数值 

积分 

大地水准面高 m -0.0002 0.0331 -0.1066 0.1266 

扰动重力 mGal -0.0281 3.5304 -19.8306 15.5799 

空间异常 mGal -0.0280 3.5293 -19.8233 15.5701 

FFT2 

大地水准面高 m 0.0001 0.0337 -0.1057 0.1271 

扰动重力 mGal -0.0131 2.4732 -12.3026 9.8919 

空间异常 mGal -0.0131 2.4729 -12.2973 9.8831 

FFT1 

大地水准面高 m -0.0001 0.0332 -0.1068 0.1263 

扰动重力 mGal -0.0283 3.5527 -19.9907 15.7164 

空间异常 mGal -0.0283 3.5516 -19.9830 15.7072 

4.3.4 高程异常计算外部扰动场元 

[功能]由边界面大地高格网（m）及其面上残差高程异常（m）格网，计算大地水准
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面或地球外部的残差空间异常（mGal）、残差扰动重力（mGal）与残差垂线偏差向量

（″）。程序采用 Poisson 积分与场元微分组合算法，实现高程异常反运算，不要求边界

面是重力等位面。 

计算点空间位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 

计算面大地高格网用于提供按格网计算的计算点空间大地坐标。 

[参数设置]选择计算点文件格式和积分算法，输入积分半径。 

[输出]残差空间异常、残差扰动重力与残差垂线偏差向量结果文件。 

当输入计算点空间位置文件时，输出结果文件记录格式：在计算点记录的基础上，

增加残差空间异常、残差扰动重力、残差垂线偏差南向和西向共 4 列属性的计算值，保

留 4 位有效数字。 

当输入计算面大地高文件时，输出结果文件记录格式：点号，经度，纬度，大地高，

残差空间异常、残差扰动重力、残差垂线偏差南向和西向共 4 列属性积分值，保留 4 位

有效数字。 

当按计算面大地高格网计算时，程序还在当前目录下，输出残差空间异常（*.gra）、

残差扰动重力（*.rga）和残差垂线偏差向量格网文件。*为界面输入的结果文件名。 

 

本例采用 150km 积分半径，由大地水准面上的残差大地水准面高，计算残差地面空

间异常、残差地面扰动重力和残差地面垂线偏差。扣除外围 2°存在积分边缘效应的格网
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区域后，统计 541~1800 阶模型残差地面扰动场元（视为参考真值），以及地面扰动场元

积分计算值与模型参考值之差。 

 
 

541~1800 阶参考值 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面空间异常 mGal -0.0349 15.7184 -93.7784 66.5507 

地面扰动重力 mGal -0.0346 15.7527 -93.9854 66.6638 

地面垂线偏差南向″ 0.0014 2.4951 -12.7789 14.2346 

地面垂线偏差西向″ 0.0097 2.1772 -9.1577 10.4499 
 

计算值与参考值之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面空间异常 mGal -0.0104 2.0577 -8.2097 10.7064 

地面扰动重力 mGal -0.0100 2.0929 -8.3217 10.8982 

地面垂线偏差南向″ 0.0004 0.0075 -0.0357 0.0388 

地面垂线偏差西向″ 0.0003 0.0076 -0.0362 0.0358 

本程序与 Stokes/Hotine 积分结合，采用 1~2 次残差累积逼近方案，有望改善重力

场边值问题解算和短波大地水准面的性能和水平。 

4.4 外部场元梯度与 Poisson 数值积分计算 

[目标]按严密积分方法，进行残差扰动重力场元径向梯度积分、逆运算、反运算与
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Poisson 积分运算。 

扰动场元梯度积分由 Stokes 边值问题解导出，要求被积扰动场元位于等位面。而

Poisson 积分是第一边值问题解，只要求边界面连续可微，不要求边界面是严格的重力

等位面。 

等位面可采用参考重力场模型（不大于 360 阶）构造，在高度不大于 10 千米的近

地空间，可用等正（常）高面大地高代替。 

为实现有限半径积分，通常需采用参考重力场移去恢复法，先移去边界面源扰动场

元的模型值，再调用本程序计算目标扰动场元的残差值，最后恢复计算点处目标扰动场

元的模型值。 

4.4.1 扰动场元径向梯度积分运算 

[功能]由等位面大地高格网及其面上残差扰动场元格网，按严密径向梯度积分公式，

计算该等位面上计算点的残差场元径向梯度值（/km）。 

[输入]格网规格相同的等位边界面大地高格网及其扰动场元格网文件，等位面上计

算点位置文件（按格网计算时，程序直接将等位边界面大地高格网作为计算点位置，无

需输入计算点位置文件）。 

等位面计算点位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数）...... 

[参数设置]选择计算点文件格式，输入积分半径。 

 
[输出]场元径向梯度积分结果文件。 
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当输入等位面计算点位置文件时，输出结果文件记录格式：在源计算点值文件记录

的基础上，增加一列由等位面大地高格网内插得到的计算点大地高，和一列该点场元径

向梯度积分值（/km）,保留 4 位有效数字。 

当按等位面大地高格网计算时，程序输出与扰动场元格网规格相同的场元径向梯度

（/km）格网。 

4.4.2 扰动重力梯度积分运算 

[功能]由等位面大地高格网及其面上残差扰动重力梯度（E）格网，按严密积分方法，

计算大地水准面或地球外部空间点的残差扰动重力（mGal）。 

[输入]格网规格相同的等位边界面大地高及其残差扰动重力梯度（E）格网文件，空

间计算点位置文件或计算面大地高文件。 

空间计算点位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...... 

[参数设置]选择计算点文件格式，输入积分半径。 

[输出]残差扰动重力积分值结果文件。 

当输入空间计算点位置文件时，输出结果文件记录格式：在源计算点值文件记录的

基础上，增加一列该点的残差扰动重力积分值，保留 4 位有效数字。当输入计算面大地

高格网计算，程序输出与残差扰动重力梯度格网规格相同的残差扰动重力格网。 

 
本例采用 120km 积分半径，由大地水准面上的残差扰动重力梯度，计算残差地面扰
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动重力。扣除外围 2°存在积分边缘效应的格网区域后，统计 541~1800 阶模型残差地面

扰动重力（视为参考真值），以及积分计算值与模型参考值之差（用于算法评价）。 

541~1800 阶参考值 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面扰动重力 mGal -0.0346 15.7527 -93.9854 66.6638 
 

计算值与参考值之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面扰动重力 mGal 0.0071 4.2456 -18.5325 16.5266 
 

4.4.3 扰动重力逆运算积分计算 

[功能]由等位面大地高格网及其面上残差扰动重力（mGal）格网，按逆运算严密积

分公式，计算等位面上残差扰动重力梯度（E）。 

[输入]格网规格相同的等位边界面大地高及其残差扰动重力格网文件，等位面上计

算点位置文件（按格网计算时，程序直接将等位边界面大地高格网作为计算点位置，无

需输入计算点位置文件）。 

等位面计算点位置文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数）...... 

[参数设置]选择计算点文件格式，输入积分半径。 

[输出]等位面上残差扰动重力梯度结果文件。 

 
当输入等位面计算点位置文件时，输出结果文件记录格式：在源计算点值文件记录

的基础上，增加一列由等位面大地高格网内插得到的计算点大地高，和一列该点的残差
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扰动重力梯度积分值（E），保留 4 位有效数字。 

当按等位面大地高格网计算时，程序输出与残差扰动重力格网规格相同的残差扰动

重力梯度格网。 

本例采用 120km 积分半径，由大地水准面上残差扰动重力，计算大地水准面上残差

扰动重力梯度。扣除外围 2°存在积分边缘效应的格网区域后，统计 541~1800 阶模型残

差扰动重力梯度（视为参考真值），以及积分计算值与模型参考值之差（用于算法评价）。 

541~1800 阶参考值 平均值 标准差 最小值 最大值 

残差扰动重力梯度 E 0.4763 68.2499 -288.1750 387.7286 
 

计算值与参考值之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

残差扰动重力梯度 E -0.0562 6.6405 -37.1465 28.3557 

4.4.4 扰动重力计算外部重力梯度 

[功能]由边界面大地高格网（m）及其面上残差扰动重力（mGal）格网，计算大地

水准面或地球外部的残差扰动重力梯度（E）。程序采用 Poisson 积分与场元微分组合算

法，实现扰动重力梯度反运算，不要求边界面是重力等位面。 

[输入]格网规格相同的边界面大地高及其残差扰动重力格网，空间计算点位置文件

或计算面大地高文件。 

 

空间计算点位置文件记录格式：点号/点名 经度 纬度（度小数） 大地高（m）...... 
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[参数设置]选择计算点文件格式，输入积分半径。 

[输出]残差扰动重力积分值结果文件。 

当输入空间计算点位置文件时，输出结果文件记录格式：在源计算点值文件记录的

基础上，增加一列残差扰动重力梯度属性。 

当输入计算面大地高格网计算，程序输出与残差扰动重力格网规格相同的残差扰动

重力梯度格网。 

本例采用 120km 积分半径，由大地水准面上残差扰动重力，计算地面残差扰动重力

梯度。扣除外围 2°存在积分边缘效应的格网区域后，统计 541~1800 阶模型地面残差扰

动重力梯度（视为参考真值），以及积分计算值与模型参考值之差。 

541~1800 阶参考值 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面残差重力梯度 E -0.2872 26.9448 -148.0282 136.7864 
 

计算值与参考值之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

残差扰动重力梯度 E -0.0361 2.7361 -14.2089 13.6802 

与 4.4.3 扰动重力逆运算结果相比，不难发现，扰动重力反算结果的性能和精度与扰

动重力逆运算结果相当。 

4.4.5 外部场元 Poisson 积分运算 

[功能]由边界面大地高格网（m）及其面上残差扰动场元格网，按严密数值积分算

法，计算大地水准面及其外部空间的残差扰动场元。 

Poisson 积分是第一边值问题解，只要求边界面连续可微，不要求边界面是严格的

重力等位面。 

[输入]格网规格相同的边界面大地高及其扰动场元格网文件，空间计算点位置文件

或计算面大地高文件。 

计算点文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高（m）...... 

[参数设置]选择计算点文件格式，输入积分半径。 

[输出]扰动场元 Poisson 积分结果文件。 

当输入空间计算点位置文件时，输出结果文件记录格式：在源计算点值文件记录的

基础上，增加一列扰动重力梯度属性。 

当输入计算面大地高格网计算，程序输出与大地高格网规格相同的扰动场元格网。 

本例采用 150km 积分半径，分别由大地水准面上的残差大地水准面高和残差扰动重

力，计算地面残差高程异常和残差扰动重力。扣除外围 2°存在积分边缘效应的格网区域

后，统计 541~1800 阶模型残差地面高程异常、残差地面扰动重力（视为参考真值），以

及 Poisson 积分残差地面高程异常、残差地面扰动重力的计算结果，分别与各自模型参

考值之差。 
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541~1800 阶参考值 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面高程异常 m 0.0010 0.1182 -0.6745 0.4760 

地面扰动重力 mGal -0.0346 15.7527 -93.9854 66.6638 
 
计算值与参考值之差 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面高程异常 m 0.0004 0.0074 -0.0326 0.0334 

地面扰动重力 mGal 0.0476 1.1919 -5.0173 6.5138 

本程序的边缘效应小，能有效抑制短波信号衰减，适合向上向下解析延拓，一次积

分性能接近梯度法解析延拓效果。 

可重复调用本模块，实现迭代运算，一般情况下迭代 1 次、至多 3 次足以满足绝大

多数精度要求。 

4.5 球面径向基函数性能特征与参数分析 

[目标]计算分析各种类型扰动重力场元四种球面径向基函数空域谱域特征曲线，按

指定区域构造等面积球面格网，为设计球面径向基函数网格和重力场逼近算法提供依据。

程序可用于课堂教学演示。 

4.5.1 球面径向基函数谱域空域性能分析 

[功能]输入球面径向基函数（SRBF）作用距离（影响半径）和采样间隔，计算并显
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示扰动重力、扰动位/高程异常、总垂线偏差或扰动重力梯度的球面径向基函数空域和

谱域曲线。通过不断调节勒让德函数最小、最大阶数，基函数系数参考面埋藏深度，多

极基函数次数，考察、分析和揭示各种类型扰动重力场元四种典型球面径向基函数的空

域、谱域性能及特点。本程序无需输入文件。 

[参数设置]选择扰动重力场元类型，设置球面径向基函数参数包括勒让德函数最小

最大阶数、Bjerhammar 球面埋藏深度（km）、多级次数（m）、SRBF 中心作用距离与

SRBF 空域曲线采样间隔，选择显示 SRBF 曲线类型及图形要素。 

勒让德函数最小最大阶数可以调节球面径向基函数带宽。 

Bjerhammar 球面埋藏深度：径向基函数系数所在球面低于数据面的高度（km。用

于调节径向基函数的谱域中心位置、谱线峰度与谱域带宽。埋藏深度越大，径向基函数

越平滑、峰度越小、谱域带宽越大。 

埋藏深度可与勒让德函数最小最大阶数配合，以调节径向基函数带宽。 

多级次数是指径向多极子核函数与 Poisson 小波核函数的次数 m。m 越大，基函数

的峰度越大。零次径向多极子核函数就是点质量核函数，零次 Poisson 小波核函数就是

Poisson 核函数。 

SRBF 中心作用距离是指用球面角距表示的球面径向基函数空间定义域，也称影响半

径，等效于局部重力场积分半径。 

 
[输出]给定类型重力场元四种球面径向基函数空域曲线文件和谱域特征曲线文件。 
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空域曲线文件记录格式：球面角距（自变量），点质量核函数值，Poisson 核函数值，
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径向多极子核函数，m 次 Poisson 小波核函数。 

程序在当前目录下同时输出给定类型重力场元四种球面径向基函数谱域曲线文件

*.dgr，*为输出文件名。 

记录格式：阶数（自变量），点质量核阶方差，Poisson 核阶方差，径向多极子阶方

差，m 次 Poisson 小波核阶方差。 

 

4.5.2 给定等级的 Reuter 球面格网构造 

[功能]给定 Reuter 格网等级 Q 和区域经纬度范围，构造全球或区域 Reuter 球面球坐

标格网。单位球面上格网空间分辨率约为 π/Q，赤道处单元格网面积 A=π²/K²，两极处

单元格网面积等于 πA/4。 

Reuter 格网等级 Q：将球面分割为 Q 个平行纬圈，纬度间隔为 π/Q。Q 值越大，球

面 Reuter 格网的空间分辨率越大。如 K=360 时，空间分辨率为 30′；Q=1800 时，空间

分辨率 6′。 

[参数设置]设置区域经纬度范围与 Reuter 格网等级 Q，以及图形显示参数。 

[输出]Reuter 球面球坐标网络文件。 

文件记录格式：单元格网号，中心经度，地心纬度，面积偏差百分比，直角坐标

X,Y,Z。全球格网不含两极单元格网。单元格网面积偏差百分比等于，单元格网面积与赤

道处单元格网面积 A 之差，除以赤道处单元格网面积 A 后，乘以 100。 
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程序在当前目录下输出 Reuter 格网参数文件*.par。*为输出文件名。头文件格式：

经纬度范围，格网等级，总点数，记录格式：点号，平行圈方向格网中心地心纬度（°），

平行圈方向格网数，经度间隔（′），单元格网面积偏差百分比。 

 

 

4.6 谱域 SRBF 重力场逼近及性能指标测评 

[功能]由离散残差扰动重力（mGal）、高程异常（m）、空间异常（mGal）、扰动重

力梯度（径向，E）或垂线偏差（南向/西向，″）中某种单一类型观测数据，选择球面点

质量核函数、Poisson 核函数、m 次径向多级子核或 Poisson 小波核函数中的一种球面径

向基函数进行重力场逼近，估计大地水准面外部残差扰动重力、残差高程异常、残差空
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间异常、残差扰动重力梯度或残差垂线偏差。 

通过输入不同单一类型观测场元、选择不同类型径向基函数及其参数、计算不同类

型目标场元，可全面测试径向基函数及其重力场逼近算法的空域、谱域和解析性质。通

过将待评估目标场元的观测权置零，或直接将待评估目标场元的测点作为计算点，可有

效探测场元观测量粗差，测定其外部精度指标。 

程序本身还可用于各种单一类型观测扰动场元的格网化、解析延拓、类型转换、外

部精度测定、重力场全要素建模与大地水准面计算。PAGravf4.5 对航空、地面和海洋重

力采用完全统一的处理方式，航空扰动重力、海洋扰动重力和地面扰动重力属于同一类

型的观测场元，无需区分。 

[输入]单一类型的离散残差观测扰动场元文件，计算面大地高格网文件。 

计算面大地高格网用于给定待定目标场元的空间位置。 

当选择“同步计算空间点目标类型场元”，程序要求输入计算点空间位置文件。若以

待评估观测场元的测点为计算点，可通过程序输入的场元观测量，按 SRBF 逼近法计算

测点处的场元估计量，进而探测待评估场元粗差，测定其外部精度指标。 

计算点空间位置文件采用约定格式。头文件占据 1 行，记录：点号，经度（度小数），

纬度，大地高（m），...。 

 
 [参数设置]不合适的参数，可能会得不到稳定解。此时，需要调整参数，直到满足

稳定解条件（参见单次 SRBF 逼近有效性原则）。 
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①选择残差观测场元文件记录中权值属性所在的列序号。 

当权值属性列序号小于 1，或超出记录列序号，或文件记录中权值属性小于零时，

程序默认等权。 

当文件记录中权值等于零时，该观测量不参与 SRBF 系数估计，程序可测定该观测

量的外部精度指标。 

②选择残差观测场元类型，设置残差观测扰动场元文件格式参数。 

③选择球面径向基函数形式：径向多级子核函数，Poisson 小波核函数。零次径向

多级子核函数即为点质量核函数，零次 Poisson 小波核函数即为 Poisson 核函数。 

④输入 Bjerhammar 球面埋藏深度（km）：Bjerhammar 球面相对观测点平均高度面

的深度（km）。 

⑤输入 SRBF 中心作用距离。 

作用距离也称影响半径 = 球面角距×Bjerhammar 球半径。SRBF 中心作用距离等效

于局部重力场的积分半径。程序采用固定不变的作用距离，以保证区域重力场谱域空域

结构的协调一致性。 

Bjerhammar 球面埋藏深度约为 SRBF 中心作用距离的 1/20~1/5 较为适宜。SRBF 中

心作用距离对观测量残差的统计平均值影响较大。 

 
⑥设置Reuter 格网等级 Q。程序将球面分割为 Q 个平行纬圈，纬度间隔为 180°/Q。

Q 值越大，Reuter 格网的空间分辨率越大。180°/Q 的适宜值与观测点平均间距相当。 
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PAGravf4.5 采用 Reuter 格网套合算法，快速确定每个基函数中心点（节点）所在单

元格网内的有效观测点数 J。当 J 小于 1 时，剔除该 SRBF 中心点，以保证观测点空间分

布与 RBF 中心点空间分布处处一致。若观测点分布均匀时，SRBF 中心点也会均匀分布；

若观测点分布不规则，RBF 中心点分布也会不规则。 

⑦设置勒让德函数最小最大阶数。 

最小阶数对结果残差观测场元统计平均值有影响；最大阶数与 Reuter 格网等级 Q 对

结果残差观测场元统计标准差有较大影响。 

⑧选择法方程参数估计方法：LU 三角分解法，Cholesky 分解，最小范数解。 

⑨选择目标残差扰动场元类型。 

 
[输出]与计算面大地高格网规格相同的目标残差扰动场元格网文件。 

当选择“同步计算空间点目标类型场元”，程序在当前目录下输出计算点目标类型场

元估计结果文件&.tgt。&为输入的空间计算点位置文件名，记录格式：在计算点记录的

基础上，增加 1 列或 2 列目标残差扰动场元计算值（仅当目标场元类型为垂线偏差时，

增加残差垂线偏差南向、西向 2 列计算值），保留 4 位有效数字。 

程序在当前目录下输出观测量剩余残差点值文件*.chs。头文件格式：原观测量平均

值，标准差，最小值，最大值，剩余残差平均值，标准差，最小值，最大值。记录格式：

点号，经度，纬度，大地高，权值，原观测量（，垂线偏差西向-仅当原观测量为垂线

偏差时存在），残差量（，残差垂线偏差西向）。*为输出文件名。*.chs 可进一步用于原
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观测量粗差探测与精度评估。 

程序还在当前目录下输出多种场元球面径向基函数空域曲线文件*spc.rbf，多种场元

球面径向基函数谱域曲线文件*dgr.rbf 和球面径向基函数中心文件*center.txt。 

*spc.rbf 头文件格式：球面径向基函数类型（0-径向多级子核函数，1-Poisson 小波

核函数），次数，最小阶数，最大阶数，补偿深度（km）。记录格式：球面距离（km），

扰动重力、高程异常、扰动重力梯度和总垂线偏差归一化径向基函数值。 

*dgr.rbf 的头文件与*spc.rbf 相同。记录格式：阶数 n，扰动重力、高程异常、扰动

重力梯度和总垂线偏差 n 阶归一化径向基函数值。 

 
PAGravf4.5 提出了一种通过抑制边缘效应来提高参数估计性能的算法。当球面径向

基函数（SRBF）中心点位于计算区域边缘时，程序将其 SRBF 系数等于零作为观测方程，

以提升 SRBF 系数参数估计的稳定性和可靠性。引入边缘效应抑制方法后，法方程不再

需要正则化，从而有效避免解的重力场解析结构受观测量误差影响。 

目标场元是观测场元与滤波器 SRBF 的卷积。当目标场元与观测场元类型不同时，

一个 SRBF 难以同时与观测场元和目标场元的谱域中心及带宽有效匹配，导致目标场元

的谱泄漏。此外，SRBF 类型、最小最大阶数与 SRBF 中心分布也影响重力场逼近性能。

因此，仅以埋藏深度为参数的 SRBF 系数最优估计，不足以保证重力场的最佳逼近。 

为解决这一关键问题，PAGravf4.5 基于重力场的线性可加性，提出多次 SRBF 逼近

法代替以埋藏深度（或宽度参数）为参数的 SRBF 系数最优估计方案，程序不再要求迭
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代估计最佳埋藏深度（宽度参数）。 

 

 
每次 SRBF 逼近采用不同谱域特征的 SRBF，多次 SRBF 逼近通过组合多个 SRBF 谱域
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中心及带宽，就可充分解析目标场元的谱域信号，避免谱泄漏，从而在空域中最佳解析

地恢复目标场元。 

PAGravf4.5 给出单次 SRBF 逼近有效性原则：①保证残差目标场元空间分布连续可

微，让残差标准差尽量小；②残差统计平均值随累积次数增加趋于零，且不明显反号。 

多次 SRBF 逼近技术特点：每次残差逼近本质是用上次逼近结果作参考重力场，按

移去恢复法精化残差目标场元。一般累积 1~2 次 SRBF 逼近即可达到稳定解。 

本例采用 120~150km 的 SRBF 中心作用距离，由地面 3′×3′残差高程异常、残差空

间异常、残差扰动重力和残差垂线偏差（541~1800 阶 EGM2008 模型计算）中的一种类

型观测扰动场元，分别计算地面 3′×3′扰动场元 SRBF 逼近值。扣除外围 1°存在边缘效应

的格网区域后，统计 541~1800 阶模型残差地面扰动场元（视为参考真值），以及地面扰

动场元 SRBF 逼近值与模型参考值之差。 

541~1800 阶参考值 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面高程异常 m -0.0020 0.1590 -0.8621 0.6546 

地面扰动重力 mGal -0.4113 21.8940 -141.1997 112.4878 
 
SRBF 逼近值与参考值之差 第 1 次 SRBF 逼近 第 2 次 SRBF 逼近 

观测场元 目标场元 平均值 标准差 平均值 标准差 

扰动重力 
地面高程 

异常 m 

0.0201 0.0185 0.0189 0.0122 

垂线偏差 0.0058 0.0147 0.0058 0.0062 

扰动重力梯度 -0.0055 0.0202 -0.0056 0.0135 

高程异常 
地面扰动 

重力 mGal 

0.1731 1.4421 0.2075 1.0382 

垂线偏差 0.3550 1.6905 0.3566 1.1545 

扰动重力梯度 0.0840 1.5780 0.0906 1.0218 

比较重力场积分算法统计结果发现，一次 SRBF 逼近性能优于重力场积分，一次累

积 SRBF 逼近可进一步改善超短波重力场逼近水平。 

程序本身具备很强的离散重力场观测量粗差探测与外部精度指标直接测定能力。能

由任一种类型重力场观测量数据，直接探测区域内任一种重力场观测量（而对测点分布

与数量无限制性要求）的粗差，并测定其外部精度指标。 

4.7 多源异质数据 SRBF 重力场全要素建模 

[功能]综合多种异质离散残差观测扰动场元（包括扰动重力、高程异常、空间异常、

扰动重力梯度或垂线偏差），采用球面径向基函数逼近方法，估计给定计算面上全要素

残差场元格网，从而实现重力场及大地水准面的统一建模。 

本程序是一种适应性超强的重力场全要素建模与质量测评万能工具，观测量无需归

算、延拓及格网化。程序既能直接联合多源异质、不同高度、交叉分布、陆海共存的多
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种重力场观测量，实现区域重力场的全空间全要素高精度建模，又可有效应对复杂情形

下各种观测量粗差探测、外部精度测定与计算性能控制系列难题。 

[输入]多种异质离散残差观测场元文件，计算面大地高文件。 

多种异质离散观测场元文件记录采用约定格式：点号/站名，经度（度小数），纬度

（度小数），大地高（m），残差观测场元，…，场元类型（0~5），观测量权值，观测系

统权，…。记录前 5 项属性的位置和顺序约定不变。 

观测场元类型和单位：0-残差扰动重力（mGal），1-残差高程异常（或残差大地水

准面高，m），2-残差空间异常（mGal），3-残差扰动重力梯度（E，径向），4-残差垂线

偏差南向分量（″），5-残差垂线偏差西向分量（″）。 

观测量权仅用于区分单组观测系统内不同观测量误差的差异，与其他组观测系统的

误差和质量无关；观测系统权用于区分不同组观测系统之间的性能和质量差异。 

程序自动计算观测系统分组数，且要求分组数量小于 20。观测量类型不同或观测量

类型相同但观测系统权不同，独立分组。例如，扰动重力观测量与高程异常观测量分属

两组观测系统，若扰动重力观测量存在两种系统权值也分属两组观测系统。 

计算面大地高格网用于给定待估目标场元的空间位置。目标场元格网的空间分辨率

不受限制（可根据实际需要设计）。 

[参数设置]可事先调用[径向基函数重力场逼近及其性能测试]功能，全面测试不同参

数组合情况下观测场元、目标场元以及 SRBF 的谱域中心及带宽，以充分解析目标场元

谱结构为原则，优化设计相关参数。 

①选择残差观测场元文件记录中观测量类型、观测量权和系统权值属性所在列序号。 

当观测量权属性列序号小于 1，或超出记录列序号，或文件记录中观测量权小于零

时，程序默认等权。 

当文件记录中观测量权等于零时，该观测量不参与 SRBF 系数估计，程序运行结果

可直接用于测定该观测量的外部精度指标。 

②选择球面径向基函数形式：径向多级子核函数，Poisson 小波核函数。零次径向

多级子核函数即为点质量核函数，零次 Poisson 小波核函数即为 Poisson 核函数。 

③输入 Bjerhammar 球面埋藏深度（km）：Bjerhammar 球面相对观测点平均高度面

的深度（km）。 

④输入 SRBF 中心作用距离。 

作用距离也称影响半径 = 球面角距×Bjerhammar 球半径。SRBF 中心作用距离等效

于局部重力场的积分半径。程序采用固定不变的作用距离，以保证区域重力场谱域空域

结构的协调一致性。 

⑤设置 Reuter 格网等级 Q。 

程序将球面分割为 Q 个平行纬圈，纬度间隔为 180°/Q。Q 值越大，球面 Reuter 格



113 

网的空间分辨率越大。180°/K 的适宜值与观测点平均间距相当。 
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PAGravf4.5 采用 Reuter 格网套合算法，快速确定每个基函数中心点（节点）所在单

元格网内的有效观测点数 J。当 J 小于格网最少观测点数时，剔除该 SRBF 中心点，以保

证观测点空间分布与 RBF 中心点空间分布处处一致。若观测点分布均匀时，SRBF 中心点

也会均匀分布；若观测点分布不规则，RBF 中心点分布也会不规则。 

⑥设置勒让德函数最小最大阶数。 

最小阶数对结果残差观测场元统计平均值有较大影响；最大阶数与 Reuter 格网等级

Q 对结果残差观测场元统计标准差有影响；。 

⑦选择法方程参数估计方法：LU 三角分解法，Cholesky 分解，最小范数解。 

[输出]计算面上全要素残差重力场元文件。 

记录格式：点号，经度(度小数)，纬度，计算点大地高(m)，残差扰动重力(mGal)，

残差高程异常(ml)，残差空间异常(mGal)，残差扰动梯度径向(E)，残差垂线偏差南向(″)，

残差垂线偏差西向(″)。 

程序在当前目录下输出计算面上的残差扰动重力*.rga、残差高程异常*.ksi、残差空

间异常*.gra、残差扰动重力梯度*.grr 和残差垂线偏差向量*.dft 格网文件。*为输出文件

名，格网规格同计算面大地高格网。 

 
程序还在当前目录下输出观测量残差点值文件*.chs。每种类型观测量的统计结果占

住一行头文件，格式：场元类型（0~5），系统权值，本组系统观测量数，原观测量平均

值，标准差，最小值，最大值；残差平均值，标准差，最小值，最大值。记录格式：测
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点号，经度，纬度，测点大地高，残差量，原观测量，场元类型，观测量权值，观测系

统权。 

 
程序还在当前目录下输出球面径向基函数中心文件*center.txt。头文件格式：Reuter

格网等级，RBF 中心点数，子午圈方向单元格网数，平行圈方向最多单元格网数，纬度

间隔（′）。记录格式：点号，经度（度小数），大地纬度，单元格网面积差百分比，平行

圈方向单元格网经度间隔（′）。 

PAGravf4.5 推荐一种普适性好的多源异质观测系统深度融合方法，通过规范化不同

组的法方程，可有效控制各组不同类型监测量在协方差结构上的深度融合，以实现多种

异质观测场元融合的重力场逼近。该方法将观测系统模型（灵敏矩阵结构）与观测质量

（误差或粗差）的影响完全分离，使得融合过程不受观测量误差（粗差）、观测类型和

测点空间分布差异的影响，从而有利于融合空间分布存在极端差异的多种类型观测场元

（如极少数天文垂线偏差或 GNSS 水准点数据），有利于精准探测观测量粗差。 

单次 SRBF 逼近有效性的定量准则：①保证残差目标场元空间分布连续可微，让残

差标准差尽量小；②残差统计平均值随累积次数增加趋于零，且不明显反号。 

一般累积 1~2 次逼近可达到稳定解。之后，将几次逼近的残差场元格网相加，就是

最佳逼近的目标残差场元格网。 

本例采用 150km 的 SRBF 中心作用距离，由地面 3′×3′残差高程异常、残差空间异

常、残差扰动重力和残差垂线偏差中多种类型观测场元，计算 3′×3′地面扰动场元 SRBF
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逼近值。扣除外围 1°存在边缘效应的格网区域后，以统计 541~1800 阶模型残差地面扰

动场元（视为参考真值），以及地面扰动场元 SRBF 逼近值与模型参考值之差。 

541~1800 阶参考值 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面高程异常 m -0.0020 0.1590 -0.8621 0.6546 

地面扰动重力 mGal -0.4113 21.8940 -141.1997 112.4878 

地面扰动重力梯度 E -0.8635 38.2935 -262.7565 232.6519 
 

SRBF 逼近值与参考值之差 第 1 次 SRBF 逼近 第 2 次 SRBF 逼近 

观测场元 目标场元 平均值 标准差 平均值 标准差 

扰动重力+ 

高程异常 
地面高程异常 m 0.0023 0.0125 0.0005 0.0093 

扰动重力+ 

扰动重力梯度 
地面高程异常 m 0.0036 0.0190 0.0031 0.0138 

程序本身具有很强的测试、验证和分析功能，可以测试验证极少高精度天文垂线偏

差或 GNSS 水准数据的解析融合（令其观测系统权>1）、多源多代混叠数据的粗差探测

与外部精度评估（令相应观测系数权=0），浅水卫星测高的边界流探测与海面地形分离

（卫星测高系统权<1），以及多种数据空间分布、质量与精度差异大等极端情况下重力

场逼近的性能特点和技术水平。 

如果有一条或若干新的航空重力测线，或局部区域有新的重力点数据，可将这些对

应测点的观测权设置为零𝑝 = 0，或将这些重力数据独立作为一个观测系统分组，设置

其系统权值为零，采用完全相同的作业流程，探测重力点粗差，测定其外部精度指标。 

联合多种类型包括 GNSS 水准观测量，有利于提高粗差探测与外部精度指标测定的

准确性和可靠性。上述计算流程显示，程序可以直接高效地探测区域内任一种重力场观

测量（而对测点分布与数量无限制性要求）的粗差，并测定其外部精度指标。 

4.8 重力场及大地水准面建模练习流程 

4.8.1 空域积分法重力场全要素建模练习流程 

由模拟的地面观测扰动重力数据和数字地面高程模型，按剩余地形影响与参考重力

场模型组合移去恢复技术，以空域重力场边值理论积分算法为主，同步计算地面上的高

程异常、扰动重力、垂线偏差与扰动重力梯度格网，以及大地水准面上的大地水准面高、

扰动重力、垂线偏差与扰动重力梯度格网，建立区域重力场全要素格网模型，演练适合

近地空间、陆海统一的全要素重力场全空间建模技术要点与计算流程。 

本练习旨在引导用户优化配置 PAGravf4.5 功能模块，提高积分法重力场逼近及大地

水准面计算的实际技能。 
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4.8.1.1 输入输出数据与相关地形模型 

为抑制积分边缘效应，本例采用三种数据范围：地形模型范围（扩展区域，

E104.0~111.0° ， N24.0~29.0° ）⊃计 算 范 围 （ 重 力 点 分 布 范 围 / 等 高 边 界 面 范 围 ，

E104.5~110.5°，N24.5~28.5°）⊃成果范围（重力场格网模型成果范围，E105.0~110.0°，

N25.0~28.0°）。 

本例的数据格网文件中，文件名最后一个字符为“1”时，表示该格网范围为计算范围，

文件名最后一个字符为“2”时，表示该格网范围为成果范围。 

（1）观测扰动重力数据 Obsgrav.txt。 

地面测点扰动重力由 2~1800 阶 EGM2008 重力位系数模型计算模拟。PAGravf4.5 对

位于地面、航空和海面的各种重力数据采用完全相同的算法统一处理。 

观测数据文件记录格式：点号，经度（°），纬度（°），椭球高（m），扰动重力

（mGal）。点位分布如图。 

（2）30″×30″和 2′×2′地面数字高程模型。 

这里使用两种空间分辨率的地面数字高程模型。高分辨率地面数字高程模型用于观

测数据归算，计算测点的剩余地形影响，如图；另一种分辨率与区域重力场格网模型成

果 分 辨 率 一 致 。 本 例 分 别 为 30″×30″ 和 2′×2′ ， 对 应 文 件 为 extdtm30s.dat 和

extdtm2m.dat。 

（2）30″和 2′地面数字高程模型。 
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两种分辨率数字高程模型。高分辨率地面数字高程模型模型用于观测数据归算，计

算测点的剩余地形影响，如图；另一种分辨率与成果分辨率一致。本例分别为 30″和 2′，

对应文件为 extdtm30s.dat 和 extdtm2m.dat。 

（3）3600 阶全球陆海地形质量球谐系数模型 ETOPOcs3600.dat 与 2190 阶 EGM2008

重力位系数模型 EGM2008.gfc。 

这两个模型存放在 C:\PAGravf4.5_win64cn\data 目录中。其中，3600 阶全球陆海地

形质量球谐系数模型，由全球 2′×2′陆海地形模型 ETOPO2v2g，采用 PAGravf4.5 程序[超

高阶陆海地形球谐分析与球谐系数模型构建]生成。 

 

（4）2′×2′地形等高面椭球高格网模型 equihgt2m.dat。 

等高面椭球高格网由 360 阶模型高程异常与地面正（常）高平均值（数字高程模型

统计平均值）之和生成。地形等高面是测点扰动重力的归算面，也是解 Stokes 边值问题

的等位边界面。 

当以模型大地水准面高即零高程面的椭球高，作为等高面的椭球高时，归算面和边

界面即为传统的大地水准面。这里采用地形等高面（近似等位面）作为重力场边值问题

的边界面，而不是大地水准面，其目的是让地面计算点与重力场积分边界面尽量接近，

以抑制重力归算过程中超短波重力场信号的衰减。 

（5）2′×2′模型大地水准面高格网 geoidhgt2m.dat 和地面椭球高格网 surfhgt2m.dat。 

这里的大地水准面高格网，用于给定大地水准面上重力场格网所在的空间位置，而

不是大地水准面模型逼近成果，因而用 360 阶位系数模型计算的 2′×2′模型大地水准面

高格网表示。 

类似地，地面椭球高格网由 360 阶模型高程异常格网与地面数字高程模型格网相加

生成，用于给定地面重力场格网所在的空间位置。 

（6）输出区域重力场系列格网模型成果数据。 

①大地水准面上各种扰动重力场元格网模型。2′×2′大地水准面高、扰动重力、垂线

偏差与扰动重力梯度格网模型。这里的大地水准面高格网模型既是重力场格网模型成果，
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也表示扰动重力、垂线偏差与扰动重力梯度所在的空间位置。 

②地面各种扰动重力场元格网模型。2′×2′地面高程异常、地面扰动重力、地面垂线

偏差与地面扰动重力梯度格网模型，以及代表扰动重力场元格网空间位置的地面数字高

程模型（或地面椭球高格网模型，二选一）。 

4.8.1.2 程序调用、效果与完整数据流 

（1）计算并移去模型地形高度值，构造 30″×30″和 2′×2′剩余地形格网。 

调用[场元完全布格(剩余地形)影响陆海地形球谐综合]程序，设置最小、最大计算阶

数分别为 1 和 1800，选择计算类型“陆地地形高程/海洋水深（m）”，分别输入

extdtm30s.dat 和 extdtm2m.dat ， 生 成 30″×30″ 和 2′×2′′ 模 型 地 面 数 字 高 程 格 网

mdldtm30s.dat 和 mdldtm2m.dat。 

 
将 extdtm30s.dat 和 extdtm2m.dat，分别与 mdldtm30s.dat 和 mdldtm2m.dat 相减

后，得到扩展区域的剩余地形模型 resdtm30s.dat 和 resdtm2m.dat，如图。两种剩余地

形格网的剩余高程统计结果如表 1。 

地形球谐综合 m 平均值 标准差 最小值 最大值 

30″剩余地形格网 -0.4626 137.2485 -746.0400 908.8900 

2′剩余地形格网 -0.8250 97.5569 -541.2900 645.0400 

当程序输出文件名与这里给出的文件名不一致，需更改程序输出文件名，下同。 

（2）计算并移去测点处超高阶模型扰动重力。 

调 用 [ 地 球 重 力 场 各 种 场 元 模 型 值 计 算 ] 程 序 ， 输 入 地 球 重 力 位 系 数 模 型

EGM2008.gfc 和观测扰动重力文件 Obsgrav.txt，选择计算类型扰动重力，设置最小计算

阶数 1，最大计算阶数 1440，生成测点处模型扰动重力文件 Obsgravmdl.txt（第 6 列）。 

将 Obsgravmdl.txt 中观测扰动重力（第 5 列）与模型扰动重力（第 6 列）相减，生

成测点处残差扰动重力 Obsgravmdlresd.txt（第 7 列）。 

1440 阶模型值移去前后的扰动重力统计结果如表 2。 

地面测点 mGal 平均值 标准差 最小值 最大值 

观测扰动重力 -27.7853 28.7143 -147.4878 74.7074 
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残差扰动重力 -0.3743 6.4755 -35.8263 27.4789 

（3）计算并移去测点处扰动重力剩余地形影响。 

调用[场元陆海剩余地形影响数值积分]程序，输入观测数据文件 Obsgravmdlresd.txt，

高分数字高程模型 extdtm30s.dat、低通数字高程模型 mdldtm30s.dat 和地面椭球高格网

surfhgt30s.dat ， 设 置 积 分 半 径 60km ， 生 成 测 点 处 扰 动 重 力 剩 余 地 形 影 响 文 件

Obsgravresdtm.txt（第 8 列）。 

有限半径积分法剩余地形影响计算时，无法处理地形零阶项，因而技术上要求剩余

地形模型的平均值应为零。积分计算前，程序自动移去剩余地形模型的统计平均值。 

将 Obsgravresdtm.txt 中残差扰动重力（第 7 列）与扰动重力剩余地形影响（第 8 列）

相减，生成测点处剩余残差扰动重力 Obsgravresidual.txt（第 9 列）。 

移去剩余地形影响后，剩余残差扰动重力的统计结果如表 3。 

地面测点 平均值 标准差 最小值 最大值 

剩余残差扰动重力 mGal 6.4474 9.7051 -28.6215 79.6853 

本例省略剩余残差扰动重力梯度法解析延拓（1000m 高度内量级很小）过程。此时，

测点高度处的剩余残差扰动重力，等于地形等高面上的剩余残差扰动重力。 

表 1~表 3 统计的基本目的是，按地形影响优化准则，改善剩余地形影响算法及参数

（优化目标为表 3 中剩余残差扰动重力标准差最小）。模拟数据缺乏足够的真实重力场超

短波信息，本例因此省略优化准则分析过程。 

（4）地形等高面上 2′×2′残差扰动重力格网化。 

调用[异质数据基函数插值格网化]程序，选择观测量等权（可自行以剩余地形影响

为参考属性配权），对 Obsgravresidual.txt 中的第 10 列进行格网化，生成地形等高面上

2′×2′剩余残差扰动重力格网 distgravresidual.dat。 

（5）计算地形等高面上 2′×2′扰动重力超高阶重力场模型值格网。 

调用[地球重力场各种场元模型值计算]程序，输入 EGM2008.gfc 和 2′×2′等高面椭球

高格网模型 equihgt2m1.dat，选择计算类型扰动重力，设置最小计算阶数 1，最大计算

阶数 1440，生成等高面上 2′×2′超高阶模型扰动重力格网 distgravmdl.dat。 

技术上要求重力场位系数模型、最小最大阶数与步骤（2）完全相同。步骤（2）移

去测点处模型扰动重力，步骤（5）恢复归算面上的模型扰动重力，该移去-恢复过程的

目的是借助超高阶重力场模型进行解析延拓。 

（6）计算地形等高面上 2′×2′扰动重力剩余地形影响格网。 

调用[场元陆海剩余地形影响数值积分]程序，输入高分数字高程模型 extdtm2m.dat、

低通数字高程模型 mdldtm2m.dat 和地面椭球高格网 surfhgt2m.dat，计算面为 2′×2′等

高面椭球高格网模型 equihgt2m1.dat，选择计算类型扰动重力，设置积分半径 60km，
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生成等高面上 2′×2′扰动重力剩余地形影响格网 distgravresidtm.dat。 

技术上要求地形模型和积分半径大小与步骤（3）完全相同。 

（7）生成地形等高面上 2′×2′扰动重力格网模型。 

将地形等高面上同格网规格扰动重力的剩余残差量格网 distgravresidual.dat、超高

阶重力场模型值格网 distgravmdl.dat 与剩余地形影响格网 distgravresidtm.dat 共 3 个文

件相加，生成地形等高面上 2′×2′扰动重力格网模型 equdistgrav.dat。 

 

完成区域重力场数据归算与处理。后续步骤按重力边值理论的空域重力场积分法进

行区域重力场逼近及建模。 

（8）依据重力场逼近对地形影响的技术要求，选择剩余地形带宽（本例采用

1~1440 阶地形质量球谐系数模型构造低通数字高程模型），重新计算 2′×2′剩余地形模

型 resdtm2m1.dat，进而调用[近地空间场元陆海剩余地形影响数值积分]程序，输入

60km 积分半径，计算地形等高面上 2′×2′扰动重力剩余地形影响 equdisgravrtm.dat。 

用于重力场逼近与用于扰动重力格网化的地形影响优选准则一般不同，剩余地形构

造方式一般也不相同。模拟数据难以分析问题，这里直接采用 1~1440 阶陆海地形质量

球谐系数模型构造低通数字高程模型。 

（9）计算地形等高面上 720 阶模型扰动重力格网。 

调用[地球重力场各种场元模型值计算]程序，选择计算类型扰动重力，设置最小计

算阶数 1，最大计算阶数 720，输入地形等高面椭球高格网模型 equihgt2m1.dat，计算

地形等高面上 720 阶模型扰动重力格网（计算范围）equdisgravmdl.dat。 
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前面步骤（2）（5）的超高阶重力位系数模型（1440 阶）用于解析延拓，而这里的

720 阶重力位系数模型用于局部重力场积分时的参考重力场。 

（10）移去扰动重力的剩余地形影响与参考重力场模型值，计算地形等高面上 2′×2′

剩余残差扰动重力格网。 

将地形等高面上 2′×2′扰动重力格网模型 equdistgrav.dat，减去 2′×2′扰动重力剩余

地形影响 equdisgravrtm.dat，再减去 720 阶模型扰动重力格网 equdisgravmdl.dat，生成

地形等高面上 2′×2′剩余残差扰动重力格网 equgravresidual.dat。 

将地形等高面上 2′扰动重力格网模型 equdistgrav.dat，减去 2′扰动重力剩余地形影

响 equdisgravrtm.dat，再减去 720 阶模型扰动重力格网 equdisgravmdl.dat，生成地形等

高面上 2′剩余残差扰动重力格网 equgravresidual.dat。 

地形等高面 mGal 平均值 标准差 最小值 最大值 

2′扰动重力格网 -17.7675 23.3340 -119.4421 86.6984 

扰动重力剩余地形影响 -1.6478 4.5234 -31.5185 22.3032 

720 阶参考模型值 -23.5523 19.5560 -112.3400 31.4088 

剩余残差扰动重力格网 7.4326 13.1966 -56.9378 71.9857 

统计的基本目的是，按重力场逼近优化准则，改善剩余地形影响算法及参数。模拟

数据缺乏足够的真实重力场超短波信息，本例因此省略优化准则分析过程。 

（11）调用有关重力场积分功能，由地形等高面上剩余残差扰动重力格网，分别计

算地面和大地水准面上各种类型剩余残差扰动重力场元。 

计算地面剩余残差场元时，输入地面椭球高格网 surfhgt2m2.dat 作为计算点位置；

计算大地水准面上残差场元时，输入模型大地水准面高格网 geoidhgt2m2.dat 作为计算

点位置。等位边界面采用地形等高面椭球高格网 equihgt2m1.dat，积分半径选择 90km。 

①调用[广义 Hotine 积分运算]程序，分别计算地面剩余残差高程异常与剩余残差大

地水准面高格网 surfksiresidual.dat、geoidhgtresidual.dat。 

②调用[Vening-Meinesz 积分运算]程序，分别计算地面剩余残差垂线偏差与大地水

准面上剩余残差垂线偏差格网 surfdftresidual.dat、geoiddftresidual.dat。 

③调用[Poisson 积分运算]功能，分别计算地面剩余残差扰动重力与大地水准面上剩

余残差扰动重力格网 surfrgaresidual.dat、geoidrgaresidual.dat。 

④调用[扰动重力计算外部重力梯度]程序，分别计算地面剩余残差扰动重力梯度与

大地水准面上剩余残差扰动重力梯度格网 surfgrresidual.dat、geoidgrresidual.dat。 

（12）分别计算地面和大地水准面上各种扰动重力场元的 2′×2′剩余地形影响。 

调用[场元陆海剩余地形影响数值积分]程序，计算地面扰动场元剩余地形影响时，

输入地面椭球高格网 surfhgt2m2.dat 作为计算点位置；计算大地水准面上扰动场元剩余

地形影响时，输入模型大地水准面高格网 geoidhgt2m2.dat 作为计算点位置。 
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扰动场元类型同步选择高程异常、扰动重力、垂线偏差与扰动重力梯度。技术上要

求，2′×2′剩余地形模型 resdtm2m.dat 和积分半径 60km 应与步骤（8）完全一致。 

输出地面扰动场元剩余地形影响格网文件，包括地面高程异常剩余地形影响

surfhgt2mrtm.ksi，地面扰动重力剩余地形影响 surfhgt2mrtm.rga，地面垂线偏差剩余地

形影响 surfhgt2mrtm.dft 和地面扰动重力梯度剩余地形影响 surfhgt2mrtm.grr。 

输出大地水准面上扰动场元剩余地形影响格网文件，包括大地水准面高的剩余地形

影响 geoidhgtrtm.ksi，扰动重力剩余地形影响 geoidhgtrtm.rga，垂线偏差剩余地形影响

geoidhgtrtm.dft 和扰动重力梯度剩余地形影响 geoidhgtrtm.grr。 

（13）分别计算地面和大地水准面上各种扰动场元的 720 阶参考模型值。 

调用[地球重力场各种场元模型值计算]程序，计算地面扰动场元模型值时，输入地

面椭球高格网 surfhgt2m2.dat 作为计算点位置；计算大地水准面上扰动场元模型值时，

输入模型大地水准面高格网 geoidhgt2m2.dat 作为计算点位置。 

扰动场元类型同步选择高程异常、扰动重力、垂线偏差与扰动重力梯度。技术上要

求，输入的最小最大计算阶数（1、720），应与步骤（9）完全一致。 

输出地面扰动场元模型值格网文件，包括模型地面高程异常 surfhgt2mgm720.ksi，

模型地面扰动重力 surfhgt2mgm720.rga，模型地面垂线偏差 surfhgt2mgm720.dft 和模型

地面扰动重力梯度 surfhgt2mgm720.grr。 

输 出 大 地 水 准 面 上 扰 动 场 元 模 型 格 网 文 件 ， 包 括 模 型 大 地 水 准 面 高 格 网

geoidh2mgm720.ksi，模型扰动重力格网 geoidh2mgm720.rga，模型垂线偏差格网

geoidh2mgm720.dft 和模型扰动重力梯度格网 geoidh2mgm720.grr。 

（14）生成地面上的各种扰动重力场元格网模型成果。 

将地面上各种扰动场元的剩余残差量格网、剩余地形影响与参考模型值格网分别相

加，生成 2′×2′地面高程异常 surfhgtksi2m.dat、地面扰动重力 surfhgtrga2m.dat、地面垂

线偏差向量 surfhgtdft2m.dat 与地面扰动重力梯度 surfhgtgrr2m.dat 格网模型成果，并加

入地面椭球高格网模型（不可缺少），用于指定地面扰动场元格网的空间位置。 

场元类型 谱域分解 平均值 标准差 最小值 最大值 

地面高程 

异常 m 

参考模型值 -27.4261 3.2927 -36.0901 -20.1879 

剩余地形影响 -0.0008 0.0314 -0.1219 0.1363 

积分剩余残差量 0.6136 0.1608 0.2218 1.2427 

地面高程异常 -26.8133 3.3149 -35.4331 -19.1927 

地面扰动 

重力 mGal 

参考模型值 -22.4136 15.7881 -76.2475 18.5218 

剩余地形影响 -0.7256 0.6856 -7.8832 1.8187 

积分剩余残差量 6.8912 11.4588 -35.1321 65.7856 

地面扰动重力 -16.2480 18.7702 -81.8505 77.2212 
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地面垂线偏

差南向″ 

参考模型值 1.5543 3.0688 -5.7396 14.0662 

剩余地形影响 0.1340 0.7770 -3.5615 3.6938 

积分剩余残差量 -0.0232 1.4285 -7.3171 6.1334 

垂线偏差南向 1.6649 3.2346 -9.5143 16.4299 

地面垂线偏

差西向″ 

参考模型值 -4.3753 2.7632 -12.4916 5.1844 

剩余地形影响 -0.0525 0.9824 -4.3215 5.2168 

积分剩余残差量 0.0222 1.6118 -7.6123 6.2307 

垂线偏差西向 -4.4050 3.2895 -18.4035 6.0986 

地面扰动重

力梯度 E 

参考模型值 -0.2116 9.6634 -34.2497 32.3422 

剩余地形影响 -0.0986 49.3177 -269.7075 232.3091 

积分剩余残差量 -0.0622 15.1553 -62.7129 112.4539 

扰动重力梯度 -0.3736 52.1555 -262.5373 253.7105 

 

 

（15）生成大地水准面上的各种扰动重力场元格网模型成果。 

将大地水准面上各种扰动场元的剩余残差量格网、剩余地形影响与参考模型值格网

分 别 相 加 ， 生 成 2′×2′ 大 地 水 准 面 高 格 网 geoidhksi2m.dat 、 扰 动 重 力 格 网
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geoidhrga2m.dat 、 垂 线 偏 差 向 量 格 网 geoidhdft2m.dat 与 扰 动 重 力 梯 度 格 网

geoidhgrr2m.dat 模型成果。 

 

 
4.8.2 谱域 SRBF 重力场全要素建模快捷流程 

本例不采用地形影响超短波重力场信号分离方案，直接由（地面、海洋或航空）测

点扰动重力和 GNSS 水准实测高程异常（或大地水准面高）数据，按球面径向基函数逼

近法，六步完成地面上和大地水准面上的重力场全要素统一建模，以快速了解谱域局部

SRBF 逼近法观测场量数据分析、计算质量控制与重力场建模要领。 

⊙主要数据源：地面、船测和航空实测扰动重力 obsdistgrav.txt（与 4.8.2 完全相同），

GNSS 水准实测高程异常 obsGNSSlksi.txt。点位分布如图。 

实测扰动重力文件记录格式：点号/点名，经度（度小数），纬度（度小数），椭球

高（m），实测扰动重力（mGal）。 

GNSS 水准实测高程异常（或大地水准面高）文件记录格式：点号/名，经度（度小

数）， 纬度（度小数），椭球高（m），实测高程异常或大地水准面高（m）。 

对于正常高系统，GNSS 水准文件记录中的椭球高属性为 GNSS 水准点处的椭球高

（GNSS 定位）；对于正高系统，GNSS 水准实测大地水准面高是大地水准面的椭球高，

GNSS 水准文件记录中的椭球高，用实测大地水准面高代替。 
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正高系统或正常高系统，只需采用相应的 GNSS 水准点椭球高，而 SRBF 法局部重力

场全要素建模过程完全相同。 

本例采用正常高系统 GNSS 水准点的实测高程异常。这里的实测扰动重力、GNSS 水

准实测高程异常，均采用 2~1800 阶 EGM2008 重力场模型值叠加噪声模拟。 

 

 

⊙计算面大地高格网 

用于大地水准面上的重力场全要素建模时，计算面大地高格网应为大地水准面大地

高格网，本例用模型大地水准面高格网表示 mdlgeoidh30s.dat。 

用于地面重力场全要素建模时，计算面大地高格网应为地面大地高格网，本例用地

面大地高格网 surfhgt30s.dat（= 陆海数字高程模型 DEM30s.dat + 模型大地水准面高

mdlgeoidh30s.dat）表示。 

模型大地水准面高、模型地面高程异常用 180 阶重力场模型计算（略）。 
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程序要求计算面大地高格网范围大于目标区域范围，以吸收边缘效应。 

 
第一步：移去观测场量参考模型值，构造多种异质残差观测场量。 

调用[地球重力场各种场元模型值计算]程序，最大计算阶数 540，分别计算并移去测

点扰动重力 obsdistgrav.txt 和 GNSS 水准实测高程异常 obsGNSSlksi.txt 的参考重力场模

型值，按约定格式要求合并，生成多种异质离散残差观测场量文件 obsresiduals0.txt。 

 
 

多种异质离散残差观测场量文件记录采用约定格式：点号/站名，经度（度小数），
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纬度（度小数），椭球高（m），残差观测场量，场量类型（0~5），观测权，系统权

值，…。记录前 5 项属性的位置和顺序约定不变。 

残差观测场量类型和单位：0-残差扰动重力（mGal），1-残差高程异常（m）。 

将 obsresiduals0.txt 中 GNSS 水准点的系统权值全部置零。 

第二步：SRBF 法粗差探测与多种异质残差观测场量重构。 

调用[多源异质数据 SRBF 重力场全要素建模]程序，输入多种异质离散残差观测场量

文件 obsresiduals0.txt，输入地面椭球高格网 surfhgt30s.dat，估计残差地面重力场全要

素格网 SRBFsurfhgt30s0.xxx（xxx=ksi 残差高程异常，=rga 残差扰动重力，=gra 残差空

间异常，=grr 残差扰动梯度，=dft 残差垂线偏差，下同），输出剩余残差点值文件

SRBFsurfhgt30s0.chs。 

粗差探测：从程序输出的剩余残差场量点值文件 SRBFsurfhgt30s0.chs 中，分离出测

点剩余残差扰动重力记录 rntobsdistgrav0.txt 和 GNSS 水准剩余残差高程异常记录

rntobsGNSSlksi0.txt，以剩余残差量（第 5 列）为统计属性，按 5 倍剩余残差标准差剔除

巨大粗差的重力测点，按 3 倍剩余残差标准差剔除 GNSS 水准粗差点，重新生成多种异

质离散残差观测场量文件 obsresiduals01.txt。 

 
 

第三步：高程基准差异与 GNSS 水准精度指标测定。 

输入无粗差的多种异质残差观测场量文件 obsresiduals01.txt，重复第二步，重新估

计残差地面重力场全要素格网 rntSRBFdatum30s.xxx，输出剩余残差场量点值文件
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rntSRBFdatum30s.chs。 

由于事先设置 GNSS 水准实测高程异常的系统权值为零，因此，此步本质上是仅用

离散残差扰动重力数据，直接测定 GNSS 水准实测残差高程异常的精度指标。粗差探测

与剔除前后 SRBF 逼近的统计结果如表 1。 

表 1 SRBF 逼近法粗差探测与剔除前后残差观测量统计 

  测点数 平均值 标准差 最小值 最大值 

测点扰动

重 力

/mGal 

原残差观测量 4215 0.3186 42.1772 -296.0915 165.2611 

无粗差观测量 4207 0.3806 41.8791 -296.0915 165.2611 

剩余残差量 4207 -0.0704 12.3583 -80.4161 64.8276 

GNSS 水

准高程异

常/m 

原残差观测量 115 -0.3452 0.2839 -0.9755 0.3702 

无粗差观测量 107 -0.3388 0.2781 -0.9755 0.3702 

剩余残差量 107 -0.3063
①
 0.0395

②
 -0.3960 -0.2186 

 
区域高程基准差异测定结果：表 1 中 GNSS 水准残差高程异常的统计平均值-0.3063

①
m，是区域高程基准与全球高程基准（重力大地水准面）之差的测定结果。这是 SRBF

逼近法区域高程基准差异测定方法。 

GNSS 水准外部精度指标测定结果：表 1 中 0.0395
②
m 是 GNSS 水准实测高程异常的

外部精度指标，用标准差表示，即 3.95cm。这是 SRBF 逼近法 GNSS 水准外部精度指标

测定方法，其结果表示 GNSS 水准外部精度不低于 3.95cm（标准差）。 

 
一般情况下，需继续以剩余残差观测场量文件*.chs 为输入文件，累积 1~2 次 SRBF
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逼近，求得剩余残差标准差的最小值，作为外部精度指标。本例省略这个过程。 

 
 

从实测 GNSS 水准残差高程异常中移去区域高程基准差异-0.3063m 后，将 GNSS 水

准点的系统权恢复，重新生成多种异质离散残差观测场量文件 obsresiduals1.txt。 

第四步：残差地面重力场全要素模型 SRBF 逼近法计算。 

调用[多源异质数据 SRBF 重力场全要素建模]程序，输入多种异质离散残差观测场量

文件 obsresiduals1.txt，输入地面椭球高格网 surfhgt30s.dat，估计残差地面重力场全要

素格网 SRBFsurfhgt30s1.xxx，输出剩余残差点值文件 SRBFsurfhgt30s1.chs。 

质量控制：可继续用.chs 文件，按 5 倍剩余残差标准差探测扰动重力粗差，按 3 倍

标准差探测 GNSS 水准粗差，剔除粗差后，重新从第三步开始计算，本例省略此过程。 

第五步：剩余残差地面重力场全要素模型 SRBF 累积逼近。 

调用[多源异质数据 SRBF 重力场全要素建模]程序，输入剩余残差点值文件

SRBFsurfhgt30s1.chs，输入地面椭球高格网 surfhgt30s.dat，估计剩余残差地面重力场全

要素格网 SRBFsurfhgt30s2.xxx，输出新的剩余残差点值文件 SRBFsurfhgt30s2.chs。 

表 2 SRBF 法 1 次累积逼近后残差观测量统计 

  平均值 标准差 最小值 最大值 

测点残差扰动 

重力/mGal 

原残差量 0.3806 41.8791 -296.0915 165.2611 

SRBF 逼近 -0.2127 12.9909 -52.5778 97.1661 

1 次累积逼近 0.0275 8.2176 -37.5506 58.9054 
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GNSS 水准残差 

高程异常/m 

原残差量 -0.0325 0.2781 -0.6692 0.6765 

SRBF 逼近 -0.0001 0.0104 -0.0289 0.0223 

1 次累积逼近 0.0000 0.0025③ -0.0064 0.0072 
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表中 0.0025

③
m = 0.25cm 可作为重力地面高程异常建模的精度指标。 

质量控制措施：可再次利用 SRBFsurfhgt30s2.chs 文件，按 5 倍标准差探测扰动重力

粗差，按 3 倍标准差探测 GNSS 水准粗差，剔除粗差后，重新从第三步开始计算，本例

省略此过程。若成果质量未达到预期，还可继续累积逼近，本例省略。 

第六步：恢复参考场模型值，生成地面重力场全要素模型。 

调用[地球重力场各种场元模型值计算]程序，最大计算阶数 540，由地面椭球高格网

文 件 surfhgt30srst.dat （ 移 去 格 网 边 缘 后 ）， 计 算 540 阶 模 型 地 面 高 程 异 常

GMsurfhgt30s540.ksi、模型地面扰动重力 GMsurfhgt30s540.rga、模型地面空间异常

GMsurfhgt30s540.gra、模型地面扰动重力梯度 GMsurfhgts540.grr 和模型地面垂线偏差

向量 GMsurfhgt30s540.dft。 

分别将两次 SRBF 逼近的残差地面重力场元格网 surfhgt30s1.xxx（从残差地面重力场

格网 SRBFsurfhgt30s0.xxx 中移去边缘）、剩余残差重力场元格网 surfhgt30s2.xxx（从格网

SRBFsurfhgt30s1.xxx 中移去边缘）与 540 阶地面参考重力场元格网 GMsurfhgt30s540.xxx

相加，得到地面重力场全要素模型 surfhgt30srst.xxx，包括重力地面高程异常格网

surfhgt30srst.ksi ， 地 面 扰 动 重 力 格 网 surfhgt30srst.rga 、 地 面 空 间 异 常 格 网

surfhgt30srst.gra、地面扰动重力梯度格网 surfhgt30srst.grr 和地面垂线偏差向量格网

surfhgt30srst.dft。 

 
将地面高程异常格网 surfhgt30srst.ksi 与区域高程基准差异-0.3063m 相加，得到区

域高程基准下地面高程异常格网 surfhgt30srgn.ksi。至此，完成地面重力场全要素建模
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计算工作，获得的地面 30″×30″重力场全要素格网模型成果。 

将计算面改为大地水准面，直接生成大地水准面上 30″×30″重力场全要素模型。 

在上述第三步至第六步中，保持输入数据文件和所有参数设置完全相同，仅将计算

面改为模型大地水准面高格网，按完全相同的计算流程，可同步获得大地水准面上的重

力场全要素模型 geoidh30srst.xxx，包括重力大地水准面高格网 geoidh30srst.ksi，扰动重

力 格 网 geoidh30srst.rga 、 空 间 异 常 格 网 geoidh30srst.gra 扰 动 重 力 梯 度 格 网

geoidh30srst.grr 和垂线偏差向量格网 geoidh30srst.dft，以及区域高程基准下重力大地水

准面格网 geoidh30srgn.ksi。 

 
SRBF 重力场逼近程序的技术特色：①观测场元、目标场元及其相互之间具有严密的

解析关系，重力场逼近算法性能不受观测场元误差影响；②一步解析融合多种异质、不

同高度、交叉分布和陆海共存的重力场观测量，无需归算、延拓及格网化；③同步实现

大地水准面及其外部全空间全要素解析建模，能有效融合极少天文垂线偏差或 GNSS 水

准数据；④具备强大的重力场观测量粗差探测、外部精度指标及高程基准差异测定与计

算性能控制能力。 

  



134 

第五章 区域高程基准优化、统一与应用计算 

为有效发挥重力场理论和成果在高程基准精化、统一与应用中的潜力，PAGravf4.5

依据物理大地测量原理，研发了一组基于重力场数据和方法的特色算法，以优化区域高

程基准，拓展重力场及高程基准成果的应用服务水平。 

 

本组程序要求采用的参考重力场模型和截断阶数，与重力场大地水准面建模时采用

的参考重力场模型及其截断阶数严格一致。 

5.1 高程异常高差改正及高程系统差别计算 

[计算方案]a 首先确定模型高程异常高差改正数；b 再由局部重力场数据，按移去恢

复法精化高程异常高差改正数；c 最后由计算点上实测重力进一步校正高程异常高差改

正数。按重力数据条件可取如下三者之一作为计算结果：a，a+b，或 a+b+c。 

5.1.1 参考重力场模型高程异常高差改正 

[功能]利用参考地球重力场位系数模型，由计算点与目标点大地高，计算地面及近

地空间点高程异常径向梯度（cm/km）、高程异常高差改正数（m）的模型值。 

[输入]近地空间计算点文件，参考重力场位系数模型文件。 

近地空间计算点文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）... 目标大地高... 
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位系数模型文件第 1 行约定为位系数尺度参数：地心引力常数 GM（10¹⁴m³/s²）与

椭球长半轴 a（m）。尺度参数（GM、a）是位系数模型的表示基准。 

[参数设置]设置计算点文件格式，输入计算点大地高和目标大地高在记录中的列序

号，输入位系数模型最大计算阶数。 

[输出]计算点模型高程异常高差改正数结果文件。 

在源点值文件记录的基础上，增加一列该点的高程异常径向梯度（cm/km）和一列

高程异常高差改正数（m）的模型值，保留 4 位有效数字。 

参考重力场模型及计算阶数应保持不变。最大计算阶数一般不大于 720。 

 

5.1.2 残差高程异常高差改正数局部精化 

[功能]利用等位面大地高及其面上残差扰动重力格网，由计算点与目标点大地高，

精化残差高程异常径向梯度（cm/km）、残差高程异常高差改正数（m）。 

残差扰动重力，可事先调用有关模块按参考重力场移去恢复法精化，也可按参考重

力场与地形影响组合移去恢复法精化。 

[输入]近地空间计算点文件，等位面大地高格网及其面上残差扰动重力格网文件。 

近地空间计算点文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...目标大地高... 

[参数设置]设置计算点文件格式，输入计算点大地高和目标大地高在记录中的列序
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号，输入残差高程异常高差改正数精化的积分半径（km）。 

[输出]计算点残差高程异常高差改正数结果文件。 

在源点值文件记录的基础上，增加一列该点的高程异常径向梯度（cm/km）和一列

高程异常差异改正数（m）的残差值，保留 4 位有效数字。 

 

5.1.3 高程异常高差改正数实测重力校正 

[功能]依次调用左上方两个功能模块，将计算点处的实测扰动重力，移去模型值和

残差值后，得到剩余残差实测扰动重力，再由计算点与目标点的大地高，计算高程异常

径向梯度实测校正值（cm/km）和高程异常高差改正数的实测校正值（m）。 

当计算点存在实测重力数据时，此项功能可进一步提高该点处高程异常径向梯度和

高程异常高差改正数的确定精度。 

请事先从实测扰动重力中，移去其参考重力场模型值和区域重力场精化计算的残差

值（mGal）后，生成剩余残差实测扰动重力。 

[输入]近地空间计算点文件。 

近地空间计算点文件记录格式：点号/点名 经度（度小数） 纬度（度小数） 大地高

（m）...目标大地高... 剩余残差实测扰动重力（mGal）… 

[参数设置]设置计算点文件格式，输入计算点大地高、目标大地高和剩余残差实测

扰动重力在记录中的列序号。 



137 

[输出]计算点高程异常高差改正数实测重力校正结果文件。 

在源点值文件记录的基础上，增加一列该点的高程异常径向梯度（cm/km）和一列

高程异常高差改正数（m）的实测重力校正值，保留 4 位有效数字。 

当计算点在地面、目标点位于大地水准面时，程序计算正高与正常高之差，即高程

异常与大地水准面高之差。 

 

高程异常高差改正数 m = 模型高程异常高差改正数，或模型+残差高程异常高差改

正数，或模型+残差高差改正数+实测重力校正值。 

高程异常径向梯度 cm/km = 模型径向梯度，或模型+残差径向梯度，或模型+残差

径向梯度+实测重力校正值。 

高程异常高差改正，也可称为高程异常径向梯度改正，或高程异常的扰动重力改正。 

5.2 过指定点重力等位面构造与精化计算 

[目标]先由参考重力场模型确定重力等位面的大地高模型值，再按移去恢复法由区

域残差扰动重力场元格网对等位面大地高进一步精化。 

5.2.1 参考重力场模型重力等位面构造 

[功能]利用参考地球重力场位系数模型，计算过指定点（𝐵, 𝐿,𝐻）重力等位面的重力

（mGal）和大地高（m）模型值格网。 
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[输入]重力等位面范围格网文件，参考重力场位系数模型文件。 

等位面范围格网文件，只用于确定等位面格网的经纬度范围和分辨率，程序忽略格

网的格值数据。 

位系数模型文件第 1 行约定为位系数尺度参数：地心引力常数 GM（10¹⁴m³/s²）与

椭球长半轴 a（m）。尺度参数（GM、a）是位系数模型的表示基准。 

[参数设置]输入指定点大地坐标（经纬度大地高），与位系数模型最大计算阶数。 

程序要求指定点落在等位面格网范围内。位系数模型阶数不宜过大，程序需要迭代

逼近计算，耗费时间较长。 

[输出]过指定点重力等位面的重力和大地高模型值格网文件。 

 
程序要求参考重力场模型，应与 5.2.2 节等位边界面残差扰动重力计算时完全相同。 

5.2.2 重力等位面大地高模型局部精化 

[功能]由某一等位边界面大地高及其残差扰动重力格网，参考重力场模型计算的等

位面重力和大地高模型值格网，精化过指定点（𝐵, 𝐿, 𝐻）等位面的大地高（m）格网。 

用移去参考重力场模型值的残差扰动重力，计算等位面残差大地高改正数。 

[输入]等位边界面大地高格网及其面上残差扰动重力格网文件，等位面模型重力和

模型大地高格网文件。 

注意区别等位边界面与待确定的等位面。这里的等位边界面特指残差扰动重力格网
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数据所在的边界面。 

[参数设置]输入指定点大地坐标（经纬度大地高），与残差精化积分半径（km）。 

[输出]过指定点等位面大地高精化值格网文件。 

重力等位面大地高格值 = 大地高格值 + 头文件第 9 个数。 

 

5.3 过指定点等高面重力位和大地高计算 

[目标]先由参考重力场模型确定等高面的模型重力位，再按移去恢复法由区域残差

扰动重力场元格网对等高面的重力位进一步精化。 

5.3.1 等高面重力位和大地高模型值确定 

[功能]利用参考地球重力场位系数模型，计算过指定点（𝐵, 𝐿）等正（常）高面的重

力位（m²/s²）、大地高（m）和重力（mGal）模型值格网。 

[输入]等高面范围格网文件，参考重力场位系数模型文件。 

等高面范围格网文件，只用于确定等高面格网的经纬度范围和分辨率，程序忽略格

网的格值数据。 

位系数模型文件第 1 行约定为位系数尺度参数：地心引力常数 GM（10¹⁴m³/s²）与

椭球长半轴 a（m）。尺度参数（GM、a）是位系数模型的表示基准。 

[参数设置]输入指定点经纬度和正（常）高，选择高程系统类型，输入位系数模型
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最大计算阶数。 

程序要求指定点落在等高面格网范围内。 

程序要求参考重力场模型，应与 5.3.2 节等位边界面残差扰动重力计算时完全相同。

模型阶数不宜过大，程序需要迭代，计算时间较长。 

[输出]过指定点等高面的重力位、重力和大地高模型值格网文件。 

 

5.3.2 等高面重力位和大地高残差值精化 

[功能]由某一等位边界面大地高及其残差扰动重力格网，计算过指定点（𝐵, 𝐿）等正

（常）高面相对于指定点的重力位（m²/s²）和大地高（m）改正数格网。 

用移去参考重力场模型值的残差扰动重力，计算等高面的残差重力位（重力位改正

量）和残差大地高（大地高改正量）。 

[输入]等位边界面大地高格网及其面上残差扰动重力格网文件，等高面模型重力格

网和模型大地高格网文件。 

[参数设置]输入指定点大地坐标（经纬度大地高），输入残差精化积分半径（km）。 

[输出]过指定点等高面的重力位改正数格网和大地高改正数格网文件。 

5.3.3 模型值与残差值求和 

[功能]将重力位、大地高模型值分别与其改正数相加，获得过指定点（𝐵, 𝐿）等高面

重力位和大地高最终值。 

[输出]等高面重力位格网与等高面大地高格网文件。 
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等高面大地高模型值 = 大地高模型格网格值 + 头文件第 9 个数；等高面重力位模型

值 = 重力位模型格网格值 + 头文件第 10 个数。 
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等高面大地高 = 大地高模型值 + 模型头文件第 9 个数 + 大地高改正数；等高面重

力位 = 重力位模型值 + 头文件第 10 个数 + 重力位改正数。 

5.4 残差 GNSS 水准大地水准面精度评定 

[功能]基于 GNSS 水准高程异常与重力场误差的谱域特性，由 GNSS 水准残差高程异

常（m），估计并确定重力地面高程异常差误差、实用地面高程异常内部误差、实用地

面高程异常差误差曲线与 GNSS 水准高程异常差误差曲线（cm）。将地面高程异替换成

大地水准面高，就是正高系统的大地水准面精度评估。 

[输入]GNSS 水准残差点值文件。 

GNSS 水准残差：正常高系统中 GNSS 水准实测与重力高程异常之差，正高系统中

GNSS 水准实测与重力大地水准面高之差。 

[参数设置]输入 GNSS 水准残差在输入文件记录中的列序号，设置 GNSS 水准点平均

间距、GNSS 基线大地高差固定误差与比例误差，输入 GNSS 水准点两两组合分组数、

输出误差曲线最大距离与误差曲线的距离间隔。 

程序将 n 个 GNSS 水准点进行两两全组合，形成 n(n-1)/2 条边，并按边长排序后，

分组统计 GNSS 水准残差高程异常差。 

 
[输出]区域大地水准面误差曲线文件。 

头文件由 5 个参数构成：GNSS 水准残差高程异常标准差（cm），两两组合后 GNSS

水准残差高程异常差标准差（cm），重力高程异常差误差（cm），高程异常差内符合误
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差（cm），每千米正（常）高差误差（cm/km）。 

文件记录用于表达 3 条误差曲线：第 1 列距离（km，自变量），第 2 列 GNSS 水准

高程异常差误差（cm），第 3 列重力高程异常差误差（cm，常量），第 4 列实用高程异

常内符合误差（cm）。 

大地水准面精度评定依据：两点 GNSS 水准高程异常差的误差随距离增大，两点重

力高程异常差的误差不随距离明显变化。 

5.5 GNSS 水准融合与高程基准优化计算 

[目标]由 GNSS 水准残差大地水准面高或残差高程异常数据，确定区域高程基准位差

及高程基准零点参数，计算实用大地水准面改正数，优化区域高程基准（GNSS 水准网）

成果。 

PAGravf4.5 建议，全球大地位 W₀采用重力大地水准面的重力位 Wɢ即U₀，代替 IERS

数值标准中按高斯定义由重力场模型和全球海面高数据联合估计的经验 W₀。 

5.5.1 区域高程基准零点重力位差计算 

[功能]利用 GNSS 水准实测高程异常/大地水准面高（m）、残差高程异常/大地水准

面高（m）等，估计区域高程基准零点重力位 Wᵣ，进而由全球大地位 Wₒ，计算区域高

程基准零点重力位差。 
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[输入]GNSS 水准残差点值文件。 

GNSS 水准残差：正常高系统中 GNSS 水准实测与重力高程异常之差，正高系统中

GNSS 水准实测与重力大地水准面高之差。 

[参数设置]设置 GNSS 水准残差点值文件格式参数，输入全球大地位值 W₀。 

[输出]剩余 GNSS 水准残差文件。 

头文件由 6 个参数构成：Wᵣ,U₀,W₀,Wᵣ-U₀,Wᵣ-W₀,U₀-W₀。Wᵣ,U₀,W₀分别为高程基

准重力位、重力大地水准面重力位和全球大地位。记录格式：在 GNSS 水准残差点值文

件记录基础上，增加一列归算到重力大地水准面后的改正量，保留 4 位有效数字。 

零正常高面与零正高面总是处处重合，严格一致。没有必要人为区分零正常高面与

零正高面。 

5.5.2 Poisson 方程约束 GNSS 水准融合 

[功能]由 GNSS 水准残差与融合范围格网，采用 Poisson 积分方程约束，估计重力大

地水准面高/重力地面高程异常改正数，实现 GNSS 水准与重力大地水准面解析融合。 

[输入]GNSS 水准残差点值文件，融合面计算范围格网文件。 

正常高系统的 GNSS 水准融合面是地面，输入地面大地高格网文件；正高系统的

GNSS 水准融合面是大地水准面，输入大地水准面高格网文件。 

 

[参数设置]GNSS 水准残差头文件行数，文件记录中大地高、GNSS 残差和权值属性
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所在列序号，迭代次数 k，平滑算子参数，边缘效应抑制参数，残差积分半径。 

大地高与融合计算面大地高一致，即正高系统为 GNSS 水准点处大地水准面高，正

常高系统为 GNSS 水准点的大地高。 

残差积分半径。残差积分半径越小，计算速度越快。 

平滑算子参数越大，滤波强度越大。 

边缘效应抑制参数 n。程序通过将格网边缘宽度为 n 个单元格网的未知数等于零作

为观测方程，以抑制边缘和远区效应。 

[输出]残差大地水准面/高程异常格网文件，GNSS 水准融合后的剩余 GNSS 水准残

差文件。 

剩余 GNSS 水准残差文件记录格式：在原 GNSS 水准残差文件记录的基础上增加 k

列每次迭代后的剩余 GNSS 水准残差属性。 

局部重力场积分方法不具备处理 GNSS 水准系统偏差的能力。程序自动从所有 GNSS

水准残差中移去其统计平均值。 

主界面输出迭代计算过程中剩余 GNSS 水准残差统计性质。 

迭代计算后，应根据迭代过程中剩余 GNSS 残差统计性质变化情况，再次选择合适

的迭代次数，重新计算一次！ 

GNSS 水准融合后的剩余 GNSS 水准残差文件，可用于评价 GNSS 水准数据质量。迭

代过程数值不按一个方向变化，或数值变化性质离群的 GNSS 水准点，数据质量可能存

在问题。 

5.5.3 GNSS 水准残差水准网拟稳平差 

[功能]由剩余 GNSS 水准残差，GNSS 水准网中水准测段文件，以全部 GNSS 水准点

为拟稳基准，采用附有拟稳基准约束的间接最小二乘平差法，估计 GNSS 水准网中的水

准点正（常）高改正数和 GNSS 水准点的高程异常改正数（拟稳基准未知数）。 

[输入]剩余 GNSS 水准残差点值文件，GNSS 水准网水准测段文件。 

GNSS 水准网的水准测段文件采用约定格式，请参考主界面[PAGravf4.5 数据格式及

物理量约定]。 

[输出]水准点正（常）高改正数文件，GNSS 水准点高程异常改正数文件。 

5.6 GNSS 代替水准测定正(常)高计算器 

[功能]利用区域大地水准面精化成果，由 GNSS 精密定位，测定 GNSS 定位点的正

（常）高。 

正高系统：输入大地水准面高格网文件。 

正常高系统：输入地面高程异常格网文件，地面大地高格网（用于指定地面高程异

常所在位置）文件，地面扰动重力格网文件（用于 GNSS 定位点高程异常的高度归算）。 
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程序可以实现 GNSS 代替水准同步测定正常高和正高，可以实现批量点 GNSS 代替

水准计算。 
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第六章 大地测量数据文件编辑计算与可视化 

大地测量数据文件编辑与计算程序集，主要用于标准数据文件构造、格式转换，插

值与格网化，数据提取、分离与合并，向量及格网数据处理，多组数据基本运算，以及

其他数据预处理等。 

 

PAGravf4.5 采用自定义格式的 5 种类型大地测量稳态数据文件。[文本记录数据文件

标准化提取]，是 PAGravf4.5 接受外部文本格式数据的重要接口。利用[区域数据格网生

成与构造]，可以构造指定规格的大地测量数值格网文件。其他程序或模块，只接受

PAGravf4.5 本身产生的格式数据。 

6.1 文本记录数据标准化提取 

[功能]将不同来源、非标准格式的文本记录文件，转换为 PAGravf4.5 约定格式的离

散点值文件。 

打开源文本文件，观察上方窗口源文件信息，先输入源头文件行数，再点击[标准化

参数设置]按钮，弹出对话框，选择需要的属性数据，并按需排列属性顺序，再设置目标

头文件、表头和记录属性格式参数。 

当目标文件不需要头文件或表头时，请将对应输入文本框的文字清空。 
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点击[确定]按钮关闭对话框，再点击[整理查看结果文件]按钮，程序统计每列目标属

性文本的最大长度，并在文本框中显示目标文件的头文件、表头和全部记录。 

目标属性统计整理过程需要时间，请等待... 

 

检查文本窗显示的目标文件，必要时可进行编辑修改。最后，点击[结果保存]工具

按钮，将文本框中内容保存为目标文件。 

6.2 数据插值、提取与区域分离 

6.2.1 插值法改变格网分辨率 

[功能]按输入的格网分辨率和选定的插值方法提高或降低格网的分辨率。 

[输入]大地测量数值格网文件。 

[参数设置]输入目标格网空间分辨率、选择空间插值方式。 

空间插值方式：距离反比插值法，高斯基函数插值，曲面样条插值法，格网直接平

均法或格网等面积平均法。 

[输出]目标大地测量数值格网文件。 

格网直接平均法，将目标格网范围内的原格网有效格值求和，再除以有效格网数。

格网等面积平均法，将目标格网范围内的原格网有效格值求和，再除以全部格网数。 

格网直接平均法、等面积平均法用于降低格网分辨率，当目标格网分辨率小于源格

网分辨率时，程序自动调用距离反比加权插值法。 

程序可一次实现多个格网分辨率改变。 
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6.2.2 格网内插离散点属性 

[功能]由格网数字模型文件，按指定的插值方式，内插离散点的属性值。 
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[输入]待插值的离散点值文件（用于提供插值点的位置），用于插值的大地测量数值

格网文件。 

[参数设置]输入离散点值文件头文件行数，选择插值方法。 

[输出]插值后的离散点文件。头文件同待插值的离散点值文件，记录在待插值离散

点值文件记录的基础上，增加一列插值属性。 

6.2.3 按属性条件提取记录 

[功能]按所指定属性的最大最小值范围，提取离散点值文件记录。 

[输入]源离散点值文件。 

[参数设置]输入离散点值文件头占据的行数，选择用于构造条件的属性 A，输入属

性最大最小值范围（a,b）。 

程序提取离散点值记录中属性 A 满足 a<A<b 的记录，按结果文件存储。 

[输出]结果离散点值文件。 

头文件即为源离散点值文件头。记录格式与源离散点值文件格式相同。 

 

6.2.4（向量）格网数据区域分离 

[功能]选择能区分不同区域的参考格网，通过用常数格值替换不满足条件的格网格

值，分离（向量）格网中满足参考格网条件的目标区域（向量）格网数据。 

程序要求参考格网能用其格值最小最大值范围区分目标区域。 

程序可实现陆海（向量）格网数据分离，局部区域（向量）格网提取等功能，实现
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批量（向量）格网的区域分离，且容许源（向量）格网的格网规格不完全一致。 

 

6.3 大地测量数据文件简单直接运算 

6.3.1 点值属性加权运算 

[功能]对点值文件记录中给定的两个属性执行带权的加、减或乘法运算。 

[输入]离散点值属性。 

[参数设置]设置头文件行数，属性一、二在记录中的列序号，输入属性一、属性二

的权值，选择运算方式。 

[输出]结果点值文件。在原点值文件记录的基础上，增加 1 列加权运算值。 

输出结果属性值 = 属性值一×权值一 ☉ 属性值二×权值二，☉为用户选择的加、减

或乘法运算符。 

6.3.2 格网格值加权运算 

[功能]对两个同规格（向量）格网元素执行带权的加、减或乘法运算。 

[输入]两个规格相同的（向量）格网文件。 

[参数设置]输入格网一、格网二的权值，选择运算方式。 

[输出]结果（向量）格网文件。 

输出结果格值 = 格值一×权值一 ☉ 格值二×权值二，☉为用户选择的加、减或乘法

运算符。 
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6.3.3 向量格网加权运算 

[功能]对两个同规格向量格网的格值向量进行加权相加、外积或内积运算。 
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6.3.4 球谐系数加权运算 

[功能]对两个规格化球谐系数模型文件（头文件占住一行）执行加权运算。 

6.4 大地测量数值格网低通滤波运算 

[功能]采用滑动平均、高斯、指数型或巴特沃斯等低通滤波器，对格网数据进行低

通滤波。滤波前后，格网的规格（范围和分辨率）不变。 

[输入]待滤波的大地测量格网文件。 

[参数设置]选择低通滤波器，设置低通滤波参数 n。 

对于滑动平均滤波器，滤波参数 n 越大滤波强度越大；对于指数型”或“巴特沃斯”滤

波器，n 越小滤波强度越大；对于“高斯型”滤波器，程序忽略滤波参数 n。 

[输出]低通滤波后的大地测量格网文件。格网规格同原大地测量格网文件。 

 

6.5 点值简单格网化与区域数据构造 

6.5.1 离散点值内插法格网化 

[功能]由离散观测量记录点值文件，按给定属性、插值方式、格网范围和空间分辨

率，生成属性格网文件。程序具备批量点值文件格网化能力。 



154 

 

6.5.2 离散点向量内插格网化 

[功能]由离散观测向量记录点值文件，按给定向量分量属性、插值方式、格网范围

和分辨率，生成向量格网文件。程序具备批量向量点值文件格网化能力。 

6.5.3 高分点直接平均格网化 

[功能]采用直接平均法，将高分辨率离散点观测量数据进行格网化。 

6.5.4 标准化格网格值构造 

[功能]按给定的经纬度范围和分辨率，生成标准化的常数值、随机数、二维数组索

引值、二维高斯曲面格网。 

6.5.5 按经纬度范围提取数据 

[功能]按给定的经纬度范围，提取点值文件、格网文件或向量格网文件中的数据，

按源文件格式输出。程序具备批量数据文件提取能力。 

6.6 向量格网文件构造与转换 

6.6.1 两格网合并为向量格网 

[功能]将两个规格完全相同的格网，作为向量的两个分量，合并为向量格网。 

6.6.2 向量格网的两分量分解 

[功能]将向量格网文件分解为两个分量格网文件。 
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6.6.3 向量格网形式相互转换 

[功能]向量格网格值在平面直角坐标（同相/异相幅值）与极坐标（振幅/迟角）形

式之间相互转换。 

6.6.4 向量格网转换为离散点值 

[功能]将（向量）格网格值转换为离散点值（向量）。 

 
[输出]离散点值文件。无头文件，记录格式：点号，经纬度（度小数），转换后的

（向量）格值。经纬度取单元格网中心点的经纬度。 
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6.7 大地测量数据的统计信息提取 

[功能]提取点值文件指定属性、格网或向量格网文件数据的经纬度范围，平均值、

标准差、最小值、最大值等统计信息。 

 

6.8 格网水平梯度与向量格网内积计算 

[目标]计算大地测量格网参数对坐标的一、二阶水平梯度，对两个向量格网执行向

量内积运算。 

6.8.1 格网一/二阶水平梯度计算 

[功能]采用最小二乘法，估计大地测量格网参数的一阶水平梯度向量（/km）或二阶

水平梯度向量（/km²）。 

[输入]大地测量参数格网文件，大地测量参数所在面的大地高格网文件。 

6.8.2 两个向量格网的内积运算 

[功能]对两个同规格向量格网执行内积运算。 

6.9 大地测量数据可视化绘图工具 

6.9.1 二维多属性数据曲线可视化 

[功能]绘制二维多个属性数据曲线。 

[输入]二维多属性数据文件（头文件占据一行）。 

[参数设置]依据打开的二维多属性数据文件，选择 x 轴（排序递增）所在列序号，设

置待显示属性在记录中的位置参数，输入最小最大 x 值行号。 

当位置参数对应的属性列序号大于记录最大列序号时，程序自动将属性列序号设为

记录最大列序号。 

按住鼠标左键旋转图形，右键/滚动中键缩放图形，按住中键平移图形。 

需要更大图形时，先将右边图形窗口拉大，再点击[图形绘制]按钮。 
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改变输入数据或参数后，需再次点击[参数设置输入]按钮，更新图形。 

 

6.9.2 三维离散点值数据可视化 

[功能]展示离散点值文件中的点位分布和指定属性大小。 
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[输入]大地测量离散点值文件。 

可通过固定标尺范围，统一批量图形标尺。绘制批量图形前，先将右方图形窗口大

小和图形调整到合适情形，再进行批量图形绘制。批量图形绘制期间，请保持参数和图

形窗口大小不变，不对图形进行鼠标操作。 

6.9.3 区域格网数字模型可视化 

[功能]大地测量格网或格网时间序列可视化绘图。 

[输入]大地测量数值格网文件。 

[参数设置]选择绘图风格，设置是否启用限定格值大小范围的固定标尺。 

程序容许将向量格网的第一分量当作格网数据直接显示。启用固定标尺后，可按统

一标尺绘制格网时间序列图。 

程序可通过控制格网格值最小值、最大值范围，或调整固定标尺范围两种方式，来

调节绘图性质。 

可随时点击控制按钮[当前窗口保存为]，将界面右上方窗口中绘制的图形，保存到

指定的图形文件中。 

 
可通过固定标尺范围，统一批量图形标尺。绘制批量图形前，先将右方图形窗口大

小和图形调整到合适情形，再进行批量图形绘制。批量图形绘制期间，请保持参数和图

形窗口大小不变，不对图形进行鼠标操作。 
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6.9.4 向量格网数字模型可视化 

[功能]大地测量向量场格网可视化绘图。 

[参数设置]选择输入向量场的向量形式。 

程序要求向量是平面坐标格式。向量形式可以是东北 EN（水平位移向量），南西

SW（垂线偏差向量），或北西 NE（水平重力梯度）。 

绘图坐标系的 xy 轴，分别指向东北 EN，方向同水平位移向量。 

 

可随时点击控制按钮[当前窗口保存为]，将界面右上方窗口中绘制的图形，保存到

指定的图形文件中。 

可通过固定标尺范围，统一批量图形标尺。绘制批量图形前，先将右方图形窗口大

小和图形调整到合适情形，再进行批量图形绘制。批量图形绘制期间，请保持参数和图

形窗口大小不变，不对图形进行鼠标操作。 
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第七章 主要公式及算法 

本章近 300 个算法公式，均经过多次推导，交叉验证，编程实现与反复测试。其中

一些是 PAGravf4.5 根据计算需要，基于物理大地测量原理提出的特色算法，这些算法的

性能与可靠性，能通过调用有关程序和功能自行测试验证。 

7.1 空间任意点正常重力场参数计算 

7.1.1 空间任意点正常重力量计算公式 

椭球外部（含椭球面上）正常重力位可用球谐级数形式表示为 

 𝑈(𝜃, 𝑟) =
𝐺𝑀

𝑟
[1 − ∑ (

𝑎

𝑟
)
2𝑛
𝐽2𝑛𝑃2𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)

∞
𝑛=1 ] +

1

2
𝜔2𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃 （1.1） 

 𝐽2𝑛 = (−1)𝑛+1
3𝑒2𝑛

(2𝑛+1)(2𝑛+3)
(1 − 𝑛 +

5𝑛𝐽2

𝑒2
)   （1.2） 

式中：𝑟为计算点到椭球中心的距离；𝜆为计算点的经度；�𝜃 = 𝜋/2 − 𝜑为地心余纬，𝜑

为地心纬度；𝑎为椭球的长半轴；𝐽2为地球动力学形状因子；𝐺𝑀为地心引力常数；𝜔为

地球平均自转速率；𝑒为正常椭球的第一偏心率；𝑃2𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)为 Legendre 函数。 

如图 1 所示，过 P 点的地心余纬𝜃、经度𝜆和地心向径𝑟方向的单位向量𝒆𝜃、𝒆𝜆和𝒆𝑟

相互正交，构成测点 P 当地球面坐标系（原点为 P 点）的三个坐标轴方向[注意区别地固

坐标系的地心球坐标矢量形式(𝜃, 𝜆, 𝑟) ]，𝒆𝜃、𝒆𝜆和𝒆𝑟方向的线元长度分别为𝑟𝑑𝜃、

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜆和𝑑𝑟。大地测量学经常使用径向概念，如径向导数，𝒆𝑟就是径向。 

将正常重力位𝑈在测点 P 当地球面坐标系中进行全微分，可得 P 点正常重力向量为 

 𝜸 =
1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝜃
𝒆𝜃 +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑈

𝜕𝜆
𝒆𝜆 +

𝜕𝑈

𝜕𝑟
𝒆𝑟 （1.3） 

 
图 1 测点 P 处当地球面坐标系中的单位向量 

 
将式（1.1）代入式（1.3），顾及𝜕𝑈/𝜕𝜆 = 0，可得 P 点正常重力向量为 

𝛄(𝜃, 𝑟) = − {
𝐺𝑀

𝑟2
∑ (

𝑎

𝑟
)
2𝑛
𝐽2𝑛

𝜕

𝜕𝜃
[𝑃2𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)]

∞
𝑛=1 −𝜔2𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃}𝒆𝜃  
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 +{
𝐺𝑀

𝑟2
[1 − ∑ (2𝑛 + 1) (

𝑎

𝑟
)
2𝑛
𝐽2𝑛𝑃2𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)

∞
𝑛=1 ] + 𝜔2𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃}𝒆𝑟 （1.4） 

在测点 P 当地球面坐标系中，对正常重力位𝑈(𝜃, 𝑟)公式（1.1）沿当地坐标轴方向求

偏导数，可将 P 点正常重力向量表达为 

 𝛄(𝜃, 𝑟) = 𝛾𝜃𝒆𝜃 + 𝛾𝑟𝒆𝑟 （1.5） 

 𝛾𝜃 =
𝜕𝑈

𝑟𝜕𝜃
= −

𝐺𝑀

𝑟2
∑ (

𝑎

𝑟
)
2𝑛
𝐽2𝑛

𝜕

𝜕𝜃
[𝑃2𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)]

∞
𝑛=1 +𝜔2𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃   （1.6） 

 𝛾𝑟 =
𝐺𝑀

𝑟2
[1 − ∑ (2𝑛 + 1) (

𝑎

𝑟
)
2𝑛
𝐽2𝑛𝑃2𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)

∞
𝑛=1 ] + 𝜔2𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃  （1.7） 

由于�𝑒𝜃 ⊥ 𝑒𝑟，因此可得正常重力标量值 

 𝛾 = √𝛾𝜃
2 + 𝛾𝑟2   （1.8） 

在测点 P 当地球面坐标系中，进一步对正常重力向量𝜸(𝜃, 𝑟)公式（1.5）沿当地坐标

轴方向求偏导数，可得 P 点当地球面坐标系中正常重力梯度张量的对角线元素 

 𝑈𝜃𝜃 =
𝜕2𝑈

𝑟2𝜕𝜃2
=

𝜕𝛾𝜃

𝑟𝜕𝜃
= −

𝐺𝑀

𝑟3
[∑ (

𝑎

𝑟
)
2𝑛
𝐽2𝑛

𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃2𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝜃)

∞
𝑛=1 ] + 𝜔2𝑐𝑜𝑠2𝜃  （1.9） 

 𝑈𝑟𝑟 = −2
𝐺𝑀

𝑟3
[1 − ∑ (𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) (

𝑎

𝑟
)
2𝑛
𝐽2𝑛𝑃2𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜃)

∞
𝑛=1 ] + 𝜔2𝑠𝑖𝑛2𝜃 （ 1.10 ） 

由于�𝑈𝜃𝜃 ⊥ 𝑈𝑟𝑟，因此可得正常重力梯度标量值 

 𝑈𝐸𝐸 = √𝑈𝜃𝜃
2 +𝑈𝑟𝑟

2    （1.11） 

7.1.2 正常重力线与正常重力梯度线计算 

物理大地测量学习惯上规定，正常重力线的方向指向地球内部，正常重力梯度的方

向指向地球外部。因此，正常重力方向𝒆𝜸由计算点指向地球内部，如图 1，由此可得，

正常重力线方向在地心球坐标系O − 𝜃𝜆𝑟中的单位向量𝒆𝜸为 

 𝒆𝑟 =
1

𝛾
(𝛾𝜃, 0, −𝛾𝑟)   （1.12） 

顾及 P 点处地心方向的单位向量为−𝒆𝑟 = (0,0,−1)，令正常重力线方向相对地心方

向的夹角为𝜖𝛾，则 

 𝑐𝑜𝑠𝜖𝛾 = −𝒆𝑟 ∙ 𝒆𝜸 =
𝛾𝑟

𝛾
⟹ 𝜖𝛾 = 𝑡𝑎𝑛−1

𝛾𝜃

𝛾𝑟
   （1.13） 

水准椭球的扁率随高度（椭球面长半轴为𝑎）增大而减小，因而正常椭球外部的正

常重力线也是弯曲的。在正常椭球面上，正常重力方向与正常椭球面内法线重合；而在

正常椭球面外空间，正常重力方向是相应高度上的水准椭球面内法线，与长半轴为𝑎的

正常椭球面内法线方向不重合，夹角不为零。 

类似地，可得正常重力梯度方向𝒆𝑛𝑑相对地心径向𝒆𝑟的夹角𝜖𝐸为 

 𝑐𝑜𝑠𝜖𝐸 = 𝒆𝑟 ∙ 𝒆𝑛𝑑 =
𝑈𝑟𝑟

𝑈𝐸𝐸
⟹ 𝜖𝐸 = 𝑡𝑎𝑛−1

𝑈𝜃𝜃

𝑈𝑟𝑟
   （1.14） 

采用 IERS 协议（2010）数值标准中的地球椭球四个常数推荐值，分别在椭球高（即

大地高）为零（即正常椭球面上）和椭球高为 900km 处，以 0~180°范围内等间隔地心
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余纬𝜃（单位为度°）为自变量，分别按式（1.13）计算这些点处的正常重力线方向相对

地心方向的北偏角𝜖𝛾（单位为角分），按式（1.14），计算这些点处的正常重力梯度方向

相对地心向径的北偏角𝜖𝐸（单位为角分），以地心余纬为𝑥轴绘制四条曲线，如图 2。 

 
图 2 正常重力线、正常重力梯度方向相对地心的北偏角随余纬变化曲线 

 
图 2 显示，椭球高不同的计算点，正常重力线和正常重力梯度线的北偏角一般不相

等，正常重力线和正常重力梯度线都是弯曲的。赤道和两级处的正常重力线是直线，指

向地心；而地心余纬 45°和 135°处的正常重力梯度线是直线，与地心向径方向平行。特

别地，正常椭球面的法线、正常重力线与正常重力梯度线的性质各不相同、互不平行。 

正常重力线方向上正常重力值最大，正常重力梯度线方向上的正常重力梯度值最大，

因而由地心方向的正常重力𝛾𝑟和地心向径方向的正常重力梯度𝑈𝑟𝑟，计算正常重力线方向

上的正常重力𝛾和正常重力梯度线方向上的正常重力梯度𝑈𝐸𝐸的解析公式为 

 𝛾 = 𝛾𝑟𝑐𝑜𝑠
−1𝜖𝛾 𝑈𝐸𝐸 = 𝑈𝑟𝑟𝑐𝑜𝑠

−1𝜖𝐸   （1.15） 

式中：𝑐𝑜𝑠−1𝜖𝛾�可按式（1.13）解析计算，𝑐𝑜𝑠−1𝜖𝐸可按式（1.14）解析计算。 

7.1.3 勒让德函数及其导数算法 

令𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃, 𝜏 = 𝑠𝑖𝑛 𝜃，以𝑥为自变量的勒让德函数（多项式）定义为 

 𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2 − 1)𝑛 = −

(−1)𝑛

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝜏2𝑛 （1.16） 

勒让德函数及其对地心余纬𝜃的导数可用如下递推公式计算。 

 𝑃𝑛(𝑥) =
2𝑛−1

𝑛
𝑥𝑃𝑛−1(𝑥) −

𝑛−1

𝑛
𝑃𝑛−2(𝑥) （1.17） 

 𝑃0(𝑥) = 1, 𝑃1(𝑥) = 𝑥, 𝑃2(𝑥) =
1

2
(3𝑥2 − 1)   （1.18） 

 
𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑛(𝑥) =

2𝑛−1

𝑛
𝑥

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑛−1(𝑥) −

2𝑛−1

𝑛
𝜏𝑃𝑛−1(𝑥) −

𝑛−1

𝑛

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑛−2(𝑥)   （1.19） 

 
𝜕

𝜕𝜃
𝑃1(𝑥) = −𝜏,

𝜕

𝜕𝜃
𝑃2(𝑥) = −3𝜏𝑥   （1.20） 

 𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃𝑛(𝑥) =

2𝑛−1

𝑛
(𝑥

𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃𝑛−1 − 2𝜏

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑛−1 − 𝑥𝑃𝑛−1) −

𝑛−1

𝑛

𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃𝑛−2  （1.21） 
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 𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃1(𝑥) = −𝑥,

𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃2(𝑥) = 3(1 − 2𝑥2)  （1.22） 

图 3 为以𝑥为自变量的勒让德函数曲线。 

 
图 3 偶数阶(a)和奇数阶(b)勒让德函数曲线 

 

7.2 地球重力位系数模型计算公式 

7.2.1 重力场量位系数球谐综合算法 

地球外部点�(𝜃, 𝜆, 𝑟)扰动位𝑇或高程异常𝜁可表示为如下球谐级数形式：  

 𝑇(𝜃, 𝜆, 𝑟) = 𝜁𝛾 =
𝐺𝑀

𝑟
∑ (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ (𝛿𝐶̅𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝑆𝑛̅𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚
𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=2  （2.1） 

式中：�𝐶̅𝑛𝑚, 𝑆𝑛̅𝑚称为完全规格化的 Stokes 系数，又称位系数；𝑃̅𝑛𝑚 = 𝑃̅𝑛𝑚(𝑡)为完全规格

化缔合 Legendre 函数；𝑛称为位系数的阶；𝑚称为位系数的次。且： 

 𝛿𝐶̅2𝑛,0 = 𝐶̅2𝑛,0 +
𝐽2𝑛

√4𝑛+1
 （2.2） 

 𝛿𝐶̅2𝑛,𝑚 = 𝐶̅2𝑛,𝑚(𝑚 > 0) 𝛿𝐶̅2𝑛+1,𝑚 = 𝐶̅2𝑛+1,𝑚 （2.3） 

地球外部空间点 P(𝜃, 𝜆, 𝑟)处的扰动重力、垂线偏差和空间异常在过 P 点当地球面坐

标系中的球谐展开式分别为 

𝛿𝑔 =
𝜕

𝜕𝑟
𝑇 =   

 𝐺𝑀

𝑟2
∑ (𝑛 + 1) (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ (𝛿𝐶̅𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝑆𝑛̅𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=1  （2.4） 

𝜉 =
1

𝑟𝛾

𝜕

𝜕𝜃
𝑇 =   

 
𝐺𝑀

𝛾𝑟2
∑ (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ (𝛿𝐶̅𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝑆𝑛̅𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)

𝜕

𝜕𝜃
[𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)]

𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=1  （2.5） 
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𝜂 = −
1

𝑟𝛾𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜆
𝑇 =   

 
𝐺𝑀

𝛾𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
∑ (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ 𝑚(𝛿𝐶̅𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆 − 𝑆𝑛̅𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑛
𝑚=1

∞
𝑛=1  （2.6） 

 ∆𝑔 =
𝐺𝑀

𝑟2
∑ (𝑛 − 1) (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ (𝛿𝐶̅𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝑆𝑛̅𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=1  （2.7） 

式中：�𝛾为地球外部空间点 P(𝜃, 𝜆, 𝑟)的正常重力。𝜉, 𝜂, 𝛿𝑔指向构成右手直角坐标系。 

地球外部点 P(𝜃, 𝜆, 𝑟)处的扰动重力梯度𝑇𝑟𝑟、水平重力梯度(𝑇𝑛𝑛, 𝑇𝑤𝑤)在过 P 点当地

球面坐标系中的球谐级数展开式分别为 

𝑇𝑟𝑟 =
𝜕2

𝜕𝑟2
𝑇 =  

 𝐺𝑀

𝑟3
∑ (𝑛 + 1)(𝑛 + 2) (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ (𝛿𝐶̅𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝑆𝑛̅𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚
𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=1   （2.8） 

𝑇𝑛𝑛 =
1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜃2
𝑇 =  

 𝐺𝑀

𝑟3
∑ (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ (𝛿𝐶̅𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝑆𝑛̅𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)

𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃̅𝑛𝑚

𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=1   （2.9） 

𝑇𝑤𝑤 =
1

𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜕2

𝜕𝜆2
𝑇 =  

 −
𝐺𝑀

𝑟3𝑠𝑖𝑛2𝜃
∑ (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ 𝑚2(𝛿𝐶̅𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝑆𝑛̅𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚
𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=1  （2.10） 

式中：𝑇𝑟𝑟 + 𝑇𝑛𝑛 + 𝑇𝑤𝑤 ≡ 0, 𝑇∗ = ∑ 𝑇∗
𝑛∞

𝑛=1                                                          （2.11） 

式（2.11）中第一式是 Laplace 方程，可用于检核地球重力场模型空域和谱域性能。

𝑇∗
𝑛表示𝑇∗的𝑛阶谐分量。𝑇𝑛𝑛, 𝑇𝑤𝑤 , 𝑇𝑟𝑟指向构成右手直角坐标系。 

7.2.2 缔合勒让德函数及其导数算法 

由地球重力位系数模型计算模型扰动重力场量时，需要用到规格化缔合勒让德函数

𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)及其对地心余纬𝜃的一、二阶导数，下面令𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝜏 = 𝑠𝑖𝑛𝜃，直接给出如下

几种快速递推算法公式（于锦海、曾艳艳等，2015）。 

（1）𝑃̅𝑛𝑚(𝑡)标准前向列递推算法(𝑛 < 1900) 

 𝑃̅00(𝑡) = 1, 𝑃̅10(𝑡) = √3𝑡, 𝑃̅11(𝑡) = √3𝜏 （2.12） 

 {

𝑃̅𝑛𝑚(𝑡) = 𝑎𝑛𝑚𝑡𝑃̅𝑛−1,𝑚(𝑡) − 𝑏𝑛𝑚𝑃̅𝑛−2,𝑚(𝑡) ∀𝑛 > 1,𝑚 < 𝑛

𝑃̅𝑛𝑛(𝑡) = 𝜏√
2𝑛+1

2𝑛
𝑃̅𝑛−1,𝑛−1 𝑛 > 1

 （2.13） 

其中， 𝑎𝑛𝑚 = √
(2𝑛−1)(2𝑛+1)

(𝑛+𝑚)(𝑛−𝑚)
, 𝑏𝑛𝑚 = √

(2𝑛+1)(𝑛+𝑚−1)(𝑛−𝑚−1)

(2𝑛−3)(𝑛+𝑚)(𝑛−𝑚)
。  

（2）𝑃̅𝑛𝑚(𝑡)改进 Belikov 递推算法(𝑛 < 64800) 

当𝑛 = 0,1时，采用式（2.12）；当𝑛 ≥ 2时 

 𝑃̅𝑛0(𝑡) = 𝑎𝑛𝑡𝑃̅𝑛−1,0(𝑡) − 𝑏𝑛
𝜏

2
𝑃̅𝑛−1,1(𝑡),  𝑚 = 0 （2.14） 

 𝑃̅𝑛𝑚(𝑡) = 𝑐𝑛𝑚𝑡𝑃̅𝑛−1,𝑚 − 𝑑𝑛𝑚𝜏𝑃̅𝑛−1,𝑚+1 + 𝑒𝑛𝑚𝜏𝑃̅𝑛−1,𝑚−1(𝑡), 𝑚 > 0 （2.15） 

其中， 𝑎𝑛 = √
2𝑛+1

2𝑛−1
, 𝑏𝑛 = √

2(𝑛−1)(2𝑛+1)

𝑛(2𝑛−1)
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 𝑐𝑛𝑚 =
1

𝑛
√
(𝑛+𝑚)(𝑛−𝑚)(2𝑛+1)

2𝑛−1
, 𝑑𝑛𝑚 =

1

2𝑛
√
(𝑛−𝑚)(𝑛−𝑚−1)(2𝑛+1)

2𝑛−1
  

当𝑚 >0 时， 𝑒𝑛𝑚 =
1

2𝑛
√

2

2−𝛿0
𝑚−1√

(𝑛+𝑚)(𝑛+𝑚−1)(2𝑛+1)

2𝑛−1
  

（3）𝑃̅𝑛𝑚(𝑡)跨阶次递推算法(𝑛 < 20000) 

当𝑛 = 0,1时，采用式（2.12）；当𝑛 ≥ 2时 

 𝑃̅𝑛𝑚(𝑡) = 𝛼𝑛𝑚𝑃̅𝑛−2,𝑚(𝑡) + 𝛽𝑛𝑚𝑃̅𝑛−2,𝑚−2(𝑡) − 𝛾𝑛𝑚𝑃̅𝑛,𝑚−2(𝑡) （2.16） 

其中， 𝛼𝑛𝑚 = √
(2𝑛+1)(𝑛−𝑚)(𝑛−𝑚−1)

(2𝑛−3)(𝑛+𝑚)(𝑛+𝑚−1)
，𝛽𝑛𝑚 = √1 + 𝛿0

𝑚−2√
(2𝑛+1)(𝑛+𝑚−2)(𝑛+𝑚−3)

(2𝑛−3)(𝑛+𝑚)(𝑛+𝑚−1)
  

 𝛾𝑛𝑚 = √1 + 𝛿0
𝑚−2√

(𝑛−𝑚+1)(𝑛+𝑚−3)

(𝑛+𝑚)(𝑛+𝑚−1)
   

（4）
𝜕

𝜕𝜃
𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠 𝜃)的非奇异递推算法 

 
𝜕

𝜕𝜃
𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠 𝜃) = −𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝜕

𝜕𝑡
𝑃̅𝑛𝑚(𝑡) （2.17） 

为𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠 𝜃)对𝜃的一阶偏导数。 

 {

𝜕

𝜕𝜃
𝑃̅𝑛0(𝑡) = −√

𝑛(𝑛+1)

2
𝑃̅𝑛1,

𝜕

𝜕𝜃
𝑃̅𝑛1 = √

𝑛(𝑛+1)

2
𝑃̅𝑛0 −

√(𝑛−1)(𝑛+2)

2
𝑃̅𝑛2(𝑡)

𝜕

𝜕𝜃
𝑃̅𝑛𝑚(𝑡) =

√(𝑛+𝑚)(𝑛−𝑚+1)

2
𝑃̅𝑛,𝑚−1 −

√(𝑛−𝑚)(𝑛+𝑚+1)

2
𝑃̅𝑛,𝑚+1(𝑡), 𝑚 > 2

（ 2.18 ） 

 
𝜕

𝜕𝜃
𝑃̅00(𝑡) = 0,

𝜕

𝜕𝜃
𝑃̅10(𝑡) = −√3𝜏,

𝜕

𝜕𝜃
𝑃̅11(𝑡) = √3𝑡 （2.19） 

（5）
𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃̅𝑛𝑚的非奇异递推算法 

 {

𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃̅𝑛0(𝑡) = −

𝑛(𝑛+1)

2
𝑃̅𝑛0(𝑡) + √

𝑛(𝑛−1)(𝑛+1)(𝑛+2)

8
𝑃̅𝑛2(𝑡)

𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃̅𝑛1(𝑡) = −

2𝑛(𝑛+1)+(𝑛−1)(𝑛+2)

4
𝑃̅𝑛1(𝑡) +

√(𝑛−2)(𝑛−1)(𝑛+2)(𝑛+3)

4
𝑃̅𝑛3(𝑡)

（ 2.20 ） 

 𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃̅𝑛𝑚(𝑡) =

√(𝑛−𝑚+1)(𝑛−𝑚+2)(𝑛+𝑚−1)(𝑛+𝑚)

4
𝑃̅𝑛,𝑚−2(𝑡) −

(𝑛+𝑚)(𝑛−𝑚+1)+(𝑛−𝑚)(𝑛+𝑚+1)

4
  

 𝑃̅𝑛𝑚(𝑡) +
√(𝑛−𝑚−1)(𝑛−𝑚)(𝑛+𝑚+1)(𝑛+𝑚+2)

4
𝑃̅𝑛,𝑚+2(𝑡), 𝑚 > 2 （2.21） 

 𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃̅00(𝑡) = 0,

𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃̅10(𝑡) = −√3𝑡,

𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃̅11(𝑡) = −√3𝜏 （2.22） 

7.3 椭球与球边界面的边值校正公式 

（1）重力的椭球校正：地球外部某一椭球面上的重力值𝑔由垂线方向到正常重力方

向的校正，也称为重力的垂线偏差校正。 

 𝜀𝑝 = 𝛾𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 [3𝐽2 (
𝑎

𝑟
)
2
+

𝜔3𝑟3

𝐺𝑀
] 𝜉    （3.1） 

（2）重力值𝑔由正常重力方向到地心方向的改正 

 𝜀ℎ = 𝛾𝑒2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃𝜉  （3.2） 

（3）正常重力值𝛾由正常重力方向到地心方向的改正 

 𝜀𝛾 = 3𝛾 [𝐽2
𝑎2

𝑟3
(3𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 1) −

𝜔3𝑟3

𝐺𝑀
𝑠𝑖𝑛2𝜃]𝑇  （3.3） 
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当边界面为椭球面时，只需（3.1）式一项椭球校正；只有当边界面为球面时，才同

时需要（3.1）~（3.3）式的三项边值校正。 

当观测扰动场量位于椭球面或球面上，且要在 Stokes 框架中进一步进行重力场积分

或（椭）球谐分析时，才需要将以椭球面或球面为非等位边界面的 Molodensky 问题，

通过边值校正，转为 Stokes 问题。 

7.4 经典地面重力归算方案及其局限性 

经典的 Stokes 边值问题以大地水准面为边界面，经典的布格重力异常和均衡重力异

常都只定义在大地水准面上。传统重力归算本质上是通过地形影响改正和垂向解析延拓，

将地面或近地空间重力值（观测量）归算到大地水准面上。 

7.4.1 空间改正与空间异常 

大地水准面上重力值𝑔可用地面重力值𝑔𝑠表示为 

 𝑔 = 𝑔𝑠 − (
𝜕𝑔

𝜕ℎ
)
𝑁
ℎ −

1

2
(
𝜕2𝑔

𝜕ℎ2
)
𝑁
ℎ2 −⋯ = 𝑔𝑠 + ∆1𝑔  （4.1） 

式中：∆1𝑔称为空间改正，历史上也称自由空气改正。 

空间改正是指，不考虑地面与大地水准面间的地形质量，将地面重力值𝑔𝑠沿铅垂线

向下解析延拓到大地水准面上后，所需增加的改正数。 

由于不知道大地水准面上实际重力梯度，通常用正常重力梯度来代替实际重力梯度，

并略去高阶梯度项，至多保留到 2 阶项。这样，空间改正就变成 

 ∆1𝑔 = −(
𝜕𝛾

𝜕ℎ
)
𝑁
ℎ −

1

2
(
𝜕2𝛾

𝜕ℎ2
)
𝑁
ℎ2  （4.2） 

用近似值表示正常重力梯度，则∆1𝑔 = 0.3086ℎ − 1.5 × 10−7ℎ2 ≈ 0.3086ℎ。其中，

地面正（常）高ℎ的单位为 m，空间改正∆1𝑔的单位 mGal。 

这样，大地水准面上的空间异常可写为 

 ∆𝑔 = 𝑔 − 𝛾0 = 𝑔𝑠 − 𝛾0 + ∆1𝑔  （4.3） 

式中：𝑔为大地水准面上的重力值；𝛾0为正常椭球面上的正常重力值。 

比较地面空间异常定义∆𝑔𝑠 = 𝑔𝑠 − 𝛾𝜁和大地水准面上空间异常定义∆𝑔 = 𝑔 − 𝛾0，不

难发现，比上述空间改正更为严密的方法是，直接由空间异常的垂向解析函数关系，将

地面空间异常∆𝑔𝑠解析延拓到大地水准面上∆𝑔。 

7.4.2 层间改正与局部地形改正 

假设地面和大地水准面均为平面，根据引力的定义，此时地面和大地水准面间的地

形质量（厚度为ℎ的平面质量层）对计算点 P 产生的引力等于2𝜋𝐺𝜌ℎ。称从地面重力中

去掉质量层后的重力变化为层间改正 

 ∆2𝑔 = −2𝜋𝐺𝜌ℎ  （4.4） 

近似地，取地形密度𝜌 = 2.67 × 103kg/m
3
，则∆2𝑔 = −0.1118ℎ（mGal）。 
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由于假设地形的质量层是平面层，因此层间改正又称平面层间改正。平面层间改正

引 起 计 算 点 的 引 力 位 变 化 为∆2𝑉 = 2𝜋𝐺𝜌ℎ𝑆/𝑅， 其 中𝑆为 平 面 层 的 底 面 积 。 显 然

𝑙𝑖𝑚
𝑠→∞

∆(∆2𝑉) ≠ 0，因此，�∆2𝑉不是调和函数，可见平面层间改正∆2𝑔破坏了地球引力场

的调和性质。 

在进行平面层间改正时，假设了计算点周围是平面，即计算点周围没有地形起伏。

因此，进行层间改正后，还须去掉计算点周围高于计算点的地形质量，并补进计算点周

围低于计算点的地形质量，这项改正称为局部地形改正∆3𝑔。空间改正∆1𝑔和局部地形改

正∆3𝑔都是解析的，都不改变地球外部引力场的调和性质。 

7.4.3 布格异常与格网化计算 

称大地水准面上的 

 ∆𝑔𝑏 = ∆𝑔 + ∆2𝑔 + ∆3𝑔 = 𝑔𝑠 − 𝛾0 + ∆1𝑔 + ∆2𝑔 + ∆3𝑔 （4.5） 

为布格（Bouguer）重力异常，简称布格异常。 

称∆𝑏𝑔 = ∆2𝑔 + ∆3𝑔为布格改正。由于层间改正基于平面质量层假设，这样的布格

异常和布格改正也称为平面布格异常和平面布格改正。布格改正改变了地球的总质量，

从而使得大地水准面和外部重力场发生了改变。 

布格异常定义在大地水准面这个等位面上，并采用一定的方式消除了地形质量的影

响，因而通常认为，布格异常要比空间异常平滑些。利用布格异常进行推估或格网化，

原则上可能比直接利用空间异常的性能好，表现为格网化误差可能会小些。 

在计算格网平均值时，一般采用具有平移不变性即各向同性的格网化算法，从而将

任一格网中心坐标为(𝜆, 𝜑)的格网平均布格异常表示为如下的通用形式 

 𝛥𝑔̅𝑏(𝜆, 𝜑) = [∑ 𝑓(𝜆𝑘 − 𝜆,𝜑𝑘 − 𝜑)𝛥𝑔𝑏(𝜆𝑘, 𝜑𝑘)𝑘 ]  （4.6） 

式中：𝛥𝑔𝑏(𝜆𝑘, 𝜑𝑘)为坐标(𝜆𝑘, 𝜑𝑘)处的离散布格异常；𝑓(𝜆𝑘 − 𝜆, 𝜑𝑘 − 𝜑)为格网化的二维

核函数。 

选择不同形式的核函数𝑓(𝛥𝜆, 𝛥𝜑)，对应不同类型的格网化算法。常见的格网化算法

包括：加权平均法、距离（平方）反比加权平均法、Shepard 方法、多面函数法、克里

金插值法和加权径向基函数拟合法等。 

技术上要求，若选择的格网化算法不满足重力场解析函数关系，格网化运算应在重

力等位面上进行，以抑制重力场信号扭曲。例如，由于地面不是重力等位面，因而不宜

直接采用不满足重力场解析关系的格网化算法，对离散分布的地面空间异常进行格网化，

格网化运算前需事先将离散地面空间异常统一归算到某一等位面（如大地水准面）上。 

7.4.4 经典重力归算的局限性 

经典的重力归算方法一般通过空间改正∆1𝑔 = −0.3086ℎ + 𝑂(ℎ2)（mGal），将地面

测点重力延拓到大地水准面上，这项改正仅考虑正常重力梯度。然而即使在海拔数百米

的丘陵地区，扰动重力梯度的影响量级都有可能达到或超过 mGal 量级。实际上，我们
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完全能先由地面或近地空间测点的重力和位置观测量，直接由严密公式计算正常重力和

测点空间异常，然后，按严密解析延拓方法，求得空间异常由地面或近地空间延拓到大

地水准面上的解析延拓量。 

经典的地形改正概念，改正对象仅局限于地面重力，现代地球重力场测量技术已由

传统地面重力观测为主发展到空天地海多种类型重力场量获取，需要处理大地水准面外

部各种类型重力场量的地形影响。经典的地形直接影响是地形质量对重力（扰动重力/

空间异常）的影响，地形间接影响是地形质量对重力位（扰动位/高程异常/大地水准面

高）的影响，现代物理大地测量学需要处理地形质量对全要素重力场量的影响，空间改

正、地形改正、直接影响和间接影响概念显然已不能满足基本需要，PAGravf4.5 因此发

展适合地面及其外部全要素重力场量解析严密的地形影响算法体系，并全面淡化经典重

力归算概念。 

7.5 陆海完全布格与剩余地形影响算法 

在物理大地测量学中，重力场量的地形影响处理有且仅有两个基本目的：一是分离

离散扰动重力场量中的超短波成分，以提高重力场量的推估或格网化水平，方便构建格

网数值模型或进行重力场数值积分计算；另一个目的是重力场逼近时用于分离地形引力

场超短波成分，以辅助改善超短波重力场的逼近性能。对于后者，维持不同位置、不同

类型的外部重力场量地形影响之间解析函数关系，是重力场逼近理论的约束性要求。 

地球重力场理论指出，地球外部任意类型扰动场量都可以表示为同一高度等位面上

扰动位、扰动重力或其在当地坐标系中偏导数的线性组合，如垂线偏差可用扰动位的当

地水平导数表示，扰动重力梯度可用扰动重力的垂向导数表示。因此，若解决了扰动位

和扰动重力的地形影响问题，也就自然解决了其他各种重力场量的地形影响问题。 

7.5.1 陆域地形完全布格影响球近似算法 

陆域地形质量产生的引力场也称陆域地形完全布格影响，定义为大地水准面以上地

形质量对外部各种重力场量的影响，因而也是各种重力场量的陆域地形完全布格影响。 

 
图 4 陆海统一的完全布格影响基本原理 
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地球外部空间任意类型重力场量的陆海完全布格影响定义为，陆域地形质量（地形

面与大地水准面之间的地形质量）和海水补偿质量（将海水密度𝜌𝑤补偿到陆域地形密度

𝜌后导致的海洋水体质量变化）对该类型重力场量产生的总影响，如图 4。 

忽略大气质量影响，则地球外部任意点的扰动位𝑇都可表示为地形质量引力位𝑇𝑡与

扣除地形质量后的扰动位𝑇𝑁𝑇之和 

 𝑇 = 𝑇𝑁𝑇 + 𝑇𝑡 = 𝑇𝑁𝑇 + 𝑇𝐵 + 𝑇𝑅  （5.1） 

式中：𝑇𝑡为全部地形质量对计算点产生的引力位，称为扰动位的完全布格影响；𝑇𝐵为厚

度等于地形高度的球壳质量对计算点产生的引力位，称为扰动位的球壳布格影响；𝑇𝑅为

局部地形质量对计算点产生的引力位，称为扰动位的局部地形影响。 

扣除地形质量后的扰动位𝑇𝑁𝑇也称陆域完全布格扰动位。由扰动位𝑇在地球外部的调

和性质可知，扰动位的完全布格影响、球壳布格影响和局部地形影响在地球外部均是调

和的。 

球近似下，地球外部（𝑟 ≥ 𝑅 + ℎ，𝑅为地球平均半径）近地空间扰动位的完全布格

影响可展开为泰勒级数形式 

 𝑇𝑡 = 𝑇𝐵 + 𝑇𝑅 = 4𝜋𝐺𝜌0
𝑅2ℎ

𝑟
(1 +

ℎ

𝑅
+

ℎ2

3𝑅2
) + 𝑇𝑅  （5.2） 

式中：𝐺为万有引力常数；ℎ为地球外部计算点正下方的地形高程；𝑟为计算点的地心距；

𝜌0为地面到大地水准面间地形的几何平均密度，通常取𝜌0 =2.67×10³kg/m³。 

将式（5.1）代入扰动重力定义式，可得地球外部任意高度上有 

 𝛿𝑔 = −
𝜕𝑇𝑁𝑇

𝜕𝑟
−

𝜕𝑇𝑡

𝜕𝑟
= 𝛿𝑔𝑁𝑇 + 𝛿𝑔𝑡 = 𝛿𝑔𝑁𝑇 + 𝛿𝑔𝐵 + 𝛿𝑔𝑅 （5.3） 

式中：𝛿𝑔𝑁𝑇为扣除地形质量后的扰动重力，也称陆域完全布格扰动重力；𝛿𝑔𝑡称为扰动

重力的完全布格影响；𝛿𝑔𝐵称为扰动重力的球壳布格影响；𝛿𝑔𝑅称为扰动重力的局部地

形影响。 

球近似下，地球外部近地空间扰动重力的完全布格影响为 

 𝛿𝑔𝑡 = 𝛿𝑔𝐵 + 𝛿𝑔𝑅 = 4𝜋𝐺𝜌0
𝑅2ℎ

𝑟2
(1 +

ℎ

𝑅
+

ℎ2

3𝑅2
) + 𝛿𝑔𝑅 （5.4） 

式（5.2）、式（5.4）截断到ℎ/𝑅的二次项，因而适合地面及近地空间（如航空高度），

但不适合卫星高度。 

7.5.2 地球外部局部地形影响的积分算法 

（1）地球外部局部地形影响严密积分算法 

根据定义，仅考虑地表密度𝜌 = 𝜌0，则扰动位局部地形影响的严密积分表达式为 

 𝑇𝑅 = γ𝜁𝑅 = 𝐺𝜌∬ ∫ 𝐿−1(𝑟, 𝜓, 𝑟′)
𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′

𝑠
𝑑s  （5.5） 

式中：𝑑𝑠 = 𝑟′2𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑑𝜑′𝑑𝜆′为地面流动积分面元；𝑟′为流动积分面元（流动点）的地心

距；𝐿 = √𝑟2 + 𝑟′2 − 2𝑟𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓为流动点（即积分体元𝑑𝑉 = 𝑑𝑟′𝑑s）到计算点的空间积分

距离。且 
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 ∫𝐿−1(𝑟, 𝜓, 𝑟′) 𝑑𝑟′ = 𝑙𝑛(𝑟′ − 𝑟𝑡 + 𝐿) + 𝐶  （5.6） 

式中，𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝜓，𝐶为积分常数。 

当计算点与流动点位置相同时，扰动位局部地形影响积分奇异，且奇异积分值为 

 𝑇𝑅|0 =
1

6
𝐺𝜌𝐴0√𝐴0/𝜋(ℎ𝑥𝑥 + ℎ𝑦𝑦)  （5.7） 

式中：�𝐴0为计算点积分面元的面积；ℎ𝑥𝑥 , ℎ𝑦𝑦为计算点的地形高度分别在北方向𝑥和东方

向𝑦的二阶水平偏导数。 

根据扰动重力定义，可得扰动重力局部地形影响的严密积分表达式 

 𝛿𝑔𝑅 = −𝑇𝑟
𝑅 = −

𝜕𝑇𝑅

𝜕𝑟
= −𝐺𝜌∬ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑑𝑠

𝑠
  （5.8） 

式中： ∫
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟
𝑑𝑟′ = −∫

𝑟−𝑟′𝑡

𝐿3
𝑑𝑟′ = −

𝑟′

𝑟𝐿
+ 𝐶  （5.9） 

当计算点与流动点位置相同时，扰动重力局部地形影响积分奇异，奇异积分值为 

 𝛿𝑔𝑅|0 =
1

2
𝐺𝜌√𝜋𝐴0(ℎ𝑥

2 + ℎ𝑦
2)  （5.10） 

式中：(ℎ𝑥 , ℎ𝑦)为计算点的地形坡度向量。 

顾及
𝜕𝜓

𝜕𝜑
= −𝑐𝑜𝑠𝛼,

𝜕𝜓

𝜕𝜆
= −𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼，可得垂线偏差局部地形影响严密积分式 

𝜉𝑅 = −
𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜑
= −

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜑
=

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝛼  

 =
𝐺𝜌

𝛾𝑟
∬ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠

𝑠
  （5.11） 

𝜂𝑅 = −
𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝜕𝜆
= −

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜆
=

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼  

 =
𝐺𝜌

𝛾𝑟
∬ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
 （5.12） 

式中：𝛼是𝜓的大地方位角； 

 ∫
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑑𝑟′ =

𝑟−𝑟′𝑡

𝐿𝑠𝑖𝑛𝜓
+ 𝐶 （5.13） 

由球面三角公式得 

 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑐𝑜𝑠𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆)  （5.14） 

 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆)  （5.15） 

依据定义，可得扰动重力梯度局部地形影响的严格积分表达式 

 𝑇𝑟𝑟
𝑅 =

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑇𝑅 = 𝐺𝜌∬ ∫

𝜕2𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟2
𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′

𝑠
𝑑s  （5.16） 

式中： ∫
𝜕2𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟2
𝑑𝑟′ = ∫ [−

1

𝐿3
+

3(𝑟−𝑟′𝑡)2

𝐿5
] 𝑑𝑟′ =

𝑟′

𝑟2𝐿
+

𝑟′(𝑟−𝑟′𝑡)

𝑟𝐿3
+ 𝐶  （5.17） 

同理，可导出水平重力梯度局部地形影响的严密积分表达式 

 𝑇𝑛𝑛
𝑅 =

1

𝑟2
𝑇𝜑𝜑
𝑅   （5.18） 

 𝑇𝑤𝑤
𝑅 = −

1

𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜑
𝑇𝜆𝜆
𝑅   （5.19） 

其中， 𝑇𝜑𝜑
𝑅 =

𝜕2𝑇𝑅

𝜕𝜓2

𝜕2𝜓

𝜕𝜑2 , 𝑇𝜆𝜆
𝑅 =

𝜕2𝑇𝑅

𝜕𝜓2

𝜕2𝜓

𝜕𝜆2
  （5.20） 

将式（5.14）两边对𝜑求偏导，有 
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 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜑2 = −sin𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆) （5.21） 

从而可得 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜑2 = −sin𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆) + 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠2𝛼  （5.22） 

再将式（5.15）两边对𝜆求偏导，有 

 −𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛2𝛼 + 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜆2
= −𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆) （5.23） 

从而可得 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜆2
= −𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆) + 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛2𝛼   （5.24） 

将扰动位局部地形影响积分式（5.5）两边对球面角距𝜓求二阶偏导数，得 

𝜕2𝑇𝑅

𝜕𝜓2 = 𝐺𝜌∬ ∫
𝜕2

𝜕𝜓2

1

𝐿

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑑𝑠

𝑠
=  

 𝐺𝜌∬ ∫
𝜕2

𝜕𝜓2

1

√𝑟2+𝑟′2−2𝑟𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑑𝑠

𝑠
 （5.25） 

式中： ∫
𝜕2

𝜕𝜓2

1

𝐿
𝑑𝑟′ =

𝑟′(6𝑟2+4𝑟′2+6𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜓−𝑟𝑟′𝑐𝑜𝑠3𝜓)−𝑟𝑡(4𝑟2+11𝑟′2)

4𝐿3𝑠𝑖𝑛2𝜓
  （5.26） 

正常重力场不存在地形影响问题，地形影响的对象是重力位、重力和重力梯度，因

此，任意计算点处扰动重力、空间异常的地形影响都严格等于其重力的地形影响。高海

拔地区，重力的局部地形影响有正有负。近岸海域存在局部地形影响，大洋深处局部地

形影响等于零。 

（2）局部地形影响积分快速算法 

采用当地水平极坐标系，令𝑧轴为天顶方向，原点位于计算点正下方的地形面 O，

原点处的𝑧 = 0，ℎ̃为计算点相对其下方地形面 O 的高度，因而有𝑑𝑧 = 𝑑𝑟′，𝑑ℎ̃ = 𝑑𝑟，

如图 5，此时扰动位局部地形影响严密积分式（5.5）等价于 

𝑇𝑅 = 𝐺𝜌∬ ∫
𝑑𝑧

𝐿

Δℎ

0
𝑑𝑠

𝑠
= 𝐺𝜌∬ ∫

𝑑𝑧

√(ℎ̃−𝑧)2+𝑙2

Δℎ

0
𝑑𝑠

𝑠
  

 = 𝐺𝜌∬ [𝑙𝑛
√(ℎ̃−𝛥ℎ)2+𝑙2−ℎ̃+𝛥ℎ

√(ℎ̃−𝛥ℎ)2+𝑙2+ℎ̃−𝛥ℎ
− 𝑙𝑛

√ℎ̃2+𝑙2−𝐻

√ℎ̃2+𝑙2+𝐻
] 𝑑𝑠

𝑠
  （5.27） 

式中：𝛥ℎ为流动积分面元𝑑𝑠相对于计算点正下方地形面 O 的高差；𝑙为过 O 点等高面上

流动面元𝑑𝑠到计算点正下方地形面 O 的直线距离。 

 

图 5 当地极坐标系中局部地形影响严密积分各要素几何关系 

 
不难理解，无论采用何种形式的坐标系，只要能保证流动面元及其到计算点积分距
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离计算的严密性，则重力场积分公式都是严密的，因而式（5.27）与式（5.5）等价，也

是严密积分公式。将式（5.27）中的被积函数在𝑧 = 0附近展开至 3 阶，得 

 𝑇𝑅 = 𝐺𝜌∬ [
1

ℒ
𝛥ℎ +

ℎ̃

2ℒ3
𝛥ℎ2 +

2ℎ̃2−𝑙2

6ℒ5
𝛥ℎ3] 𝑑𝑠

𝑠
  （5.28） 

式中：ℒ = √ℎ̃2 + 𝑙2为等高面𝑧 = 0上的流动面元𝑑𝑠到外部计算点的空间距离（ℒ ≠ 𝐿，

而𝐿为流动体元𝑑𝑧𝑑𝑠到外部计算点的空间距离，如图 5）。 

将∆ℎ2 = ℎ′2 − 2ℎ′ℎ + ℎ2，∆ℎ3 = ℎ′3 − 3ℎ′2ℎ + 3ℎ′ℎ2 − ℎ3代入式（5.28）并展开，

则右边每一项积分号内只存在唯一积分变量𝑙，因而可用 FFT 算法逐项进行快速计算。其

中，ℎ为计算点正下方的地形高度，ℎ′为流动面元处的地形高度。 

同理，扰动重力局部地形影响严密积分式（5.8）等价于 

 𝛿𝑔𝑅 =
𝐺𝜌

𝑟
∬ [

(𝑟0+𝑧)

√(ℎ̃−𝑧)2+𝑙2
]
0

∆ℎ

𝑑𝑠
𝑠

=
𝐺𝜌

𝑟
∬ [

𝑟0+𝛥ℎ

√(ℎ̃−𝛥ℎ)
2
+𝑙2

−
𝑟0

ℒ
] 𝑑𝑠

𝑠
  （5.29） 

将式（5.29）中的被积函数在𝑧 = 0附近展开至 4 阶，得 

 𝛿𝑔𝑅 =
𝐺𝜌

𝑟
∬ [

𝑟ℎ̃+ℒ2

ℒ3
𝛥ℎ +

2ℎ̃ℒ2+𝑟0(2ℎ̃
2−𝑙2)

2ℒ5
𝛥ℎ2 +

2ℎ̃3𝑟+ℎ̃2𝑙2−3𝑟0ℎ̃𝑙
2−𝑙4

2ℒ7

𝛥ℎ3 +
8𝑟ℎ̃4−4ℎ̃3𝑙2−12ℎ̃𝑙4−24𝑟0ℎ̃

2𝑙2+3𝑙4𝑟0

8ℒ9
𝛥ℎ4

] 𝑑𝑠
𝑠

 （ 5.30 ） 

其中，∆ℎ4 = ℎ′4 − 4ℎ′3ℎ + 6ℎ2ℎ′2 − 4ℎ′ℎ3 + ℎ4。式（5.30）展开后可按 FFT 算法计算。 

将垂线偏差局部地形影响积分公式中被积函数在𝑧 = 0附近展开至 3 阶 

∫
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′ =   

 −
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

ℒ3
𝛥ℎ −

3ℎ̃𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

2ℒ5
𝛥ℎ2 − [

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

3ℒ5
+

5𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓(2ℎ̃2−𝑙2)

6ℒ7
] 𝛥ℎ3  （5.31） 

将式（5.31）分别代入式（5.11）和式（5.12），就可实现 FFT 算法快速计算外部垂

线偏差的局部地形影响。 

扰动重力梯度局部地形影响严密积分式（5.16）等价于 

 𝑇𝑟𝑟
𝑅 = 𝐺𝜌∬ [

ℎ̃−𝛥ℎ

((ℎ̃−𝛥ℎ)2+𝑙2)3 2⁄
−

ℎ̃

ℒ3
]

𝑠
𝑑𝑠  （5.32） 

将式（5.32）中的被积函数在𝑧 = 0附近展开至 3 阶，得 

 𝑇𝑟𝑟
𝑅 = 𝐺𝜌∬ [

2ℎ̃2−𝑙2

ℒ5
𝛥ℎ −

3ℎ̃(2ℎ̃2−3𝑙2)

2ℒ7
𝛥ℎ2 +

4ℎ̃4+6𝑟4−12ℎ̃2𝑙2−(6𝑟4+3𝑟2𝑙2)𝑡

ℒ9
𝛥ℎ3

]
𝑠

𝑑𝑠  （5.33） 

水平重力梯度局部地形影响严密积分式（5.25）中被积函数等价于 

∫
𝜕2

𝜕𝜓2

1

𝐿

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′ = ∫

𝜕2

𝜕𝜓2

1

√(ℎ̃−𝑧)
2
+4𝑟0

2𝑠𝑖𝑛2(𝜓/2)

𝑑𝑧
𝛥ℎ

0   

 =
1

8𝑠𝑖𝑛2
𝜓

2

[
ℎ̃(2ℒ2+𝑟0

2𝑠𝑖𝑛2𝜓)

ℒ3
−

(ℎ̃−∆ℎ)(2ℒ2+𝑟0
2𝑠𝑖𝑛2𝜓−4ℎ̃∆ℎ+2∆ℎ2)

(ℒ2−2ℎ̃∆ℎ+∆ℎ2)3 2⁄
]  （5.34） 

在𝑧 = 0附近展开至 3 阶，得 
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∫
𝜕2

𝜕𝜓2

1

𝐿

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′ = −

2(ℎ̃2+2𝑟0
2)𝑐𝑜𝑠𝜓+𝑟0

2(−5+𝑐𝑜𝑠2𝜓)

2𝐿5
𝑟0
2∆ℎ  

+
6(ℎ̃2+2𝑟0

2)𝑐𝑜𝑠𝜓+3𝑟0
2(−7+3𝑐𝑜𝑠2𝜓)

4ℒ7
ℎ̃𝑟0

2𝛥ℎ2  

 +
(8ℎ̃4+12ℎ̃2𝑟0

2−19𝑟0
4)𝑐𝑜𝑠𝜓−𝑟0

2(36ℎ̃2−18𝑟0
2−(24ℎ̃2−2𝑟0

2)𝑐𝑜𝑠2𝜓+3𝑟0
2𝑐𝑜𝑠3𝜓)

4ℒ9
𝑟0
2𝛥ℎ3  （5.35） 

若计算点也在地面上，则有ℎ̃ = 0，ℒ = 𝑙，式（5.27）~式（5.35）可进一步大幅度

简化。 

7.5.3 外部海水完全布格影响的积分算法 

海域地形场通常用海水完全布格影响表示。海水完全布格影响定义为，将海水密度

补偿到陆地地形密度后，对各种地球重力场量产生的影响。 

根据定义，扰动位海水完全布格影响的严密积分公式为 

 𝑇𝑜 = 𝐺𝛽∬ ∫ 𝐿−1(𝑟, 𝜓, 𝑟′)
𝑅

𝑅+𝑑
𝑑𝑟′

𝑠
𝑑s  （5.36） 

式中，𝑑 < 0为以平均海水面（注意这里原则上不是深度基准面）起算的海底水深；𝛽为

海水补偿密度，等于地形密度与海水密度之差，可取𝛽 = 𝜌−𝜌𝑤 =1.64×10³kg/m³；𝐿为

海洋水体的流动体元(𝑑𝑉′ = 𝑑𝑟′𝑑s)到计算点的空间距离。 

采用当地水平极坐标系，令𝑧轴为地心向径方向（天顶方向），此时有𝑑𝑧 = 𝑑𝑟′，

𝑧 = 0是海平面，则式（5.36）等价于 

𝑇𝑜 = 𝐺𝛽∬ ∫
𝑑𝑧

𝐿

0

𝑑
𝑑𝑠

𝑠
= 𝐺𝛽∬ ∫

𝑑𝑧

√(ℎ̃−𝑧)
2
+𝑙2

0

𝑑
𝑑𝑠

𝑠   

 = 𝐺𝛽∬ [𝑙𝑛
√ℎ̃2+𝑙2−ℎ̃

√ℎ̃2+𝑙2+ℎ̃
− 𝑙𝑛

√(ℎ̃−𝑑)2+𝑙2−ℎ̃+𝑑

√(ℎ̃−𝑑)2+𝑙2+ℎ̃−𝑑
] 𝑑𝑠

𝑠
  （5.37） 

式中：𝑑𝑠 = 𝑟′2𝑑σ = 𝑟′2𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑑𝜑′𝑑𝜆′为海面面元；ℒ = √ℎ̃2 + 𝑙2为海面上的流动面元𝑑𝑠

到外部计算点的空间距离（ℒ ≠ 𝐿），ℎ̃为计算点的海拔高；𝑙 = 2𝑟0𝑠𝑖𝑛
𝜓

2
为计算点在海面

的投影点与流动面元之间的直线距离，𝑟0为海平面的平均地心距。 

同理，扰动重力海水完全布格影响严密积分表达式为 

 𝛿𝑔𝑜 = −
𝜕𝑇𝑜

𝜕𝑟
= −𝐺𝛽∬ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟

𝑅

𝑅+𝑑
𝑑𝑟′

𝑠
𝑑s  （5.38） 

等价于      𝛿𝑔𝑜 =
𝐺

𝑟
∬ 𝛽∫

(𝑟0+𝑧)𝑑𝑧

√(ℎ̃−𝑧)2+𝑙2

0

𝑑
𝑑𝑠

𝑠
=

𝐺𝛽

𝑟
∬ [

𝑟0

ℒ
−

𝑟0+𝑑

√(ℎ̃−𝑑)
2
+𝑙2
] 𝑑𝑠

𝑠
  （5.39） 

顾及
𝜕𝜓

𝜕𝜑
= −𝑐𝑜𝑠𝛼,

𝜕𝜓

𝜕𝜆
= −𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼，可得垂线偏差海水完全布格影响严密积分表

达式 

 𝜉𝑜 =
𝑇𝜃
𝑜

𝛾𝑟
=

𝐺𝛽

𝛾𝑟
∬ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅

𝑅+𝑑
𝑑𝑟′𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠

𝑠
  （5.40） 

 𝜂𝑜 = −
𝑇𝜆
𝑜

𝛾𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
=

𝐺𝛽

𝛾𝑟
∬ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅

𝑅+𝑑
𝑑𝑟′𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
  （5.41） 

扰动重力梯度海水完全布格影响严密积分表达式 
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 𝑇𝑟𝑟
𝑜 =

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑇𝑜 = 𝐺𝛽∬ ∫

𝜕2𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟2
𝑅

𝑅+𝑑
𝑑𝑟′

𝑠
𝑑s  （5.42） 

等价于 𝑇𝑟𝑟
𝑜 = 𝐺𝛽∬ [

ℎ̃−𝑑

((ℎ̃−𝑑)2+𝑙2)3 2⁄ −
ℎ

ℒ3
]

𝑠
𝑑𝑠  （5.43） 

类似地，将上述严积分式中的被积函数在海平面𝑧 = 0附近展开，可导出积分快速

FFT 算法公式。将式（5.37）被积函数在𝑧 = 0处展开至 3 阶，得 

 𝑇𝑜 = 𝐺𝛽 ∫
1

𝐿

0

𝑑
𝑑𝑧𝑑𝑠 = 𝐺𝛽∬ (

1

ℒ
𝑑 +

ℎ̃

2ℒ3
𝑑2 +

2ℎ̃2−𝑙2

6ℒ5
𝑑3)𝑑𝑠

𝑠
 （5.44） 

将式（5.39）被积函数在𝑧 = 0处展开至 4 阶，得 

 𝛿𝑔0 =
𝐺

𝑟
∬ 𝛽 [

𝑟ℎ̃+ℒ2

ℒ3
𝑑 +

2ℎ̃ℒ2+𝑟0(ℎ̃
2+ℒ2)

2ℒ5
𝑑2 +

2ℎ̃3𝑟+ℎ̃2𝑙2−3𝑟0ℎ̃𝑙
2−𝑙4

2ℒ7

𝑑3 +
8𝑟ℎ̃4−4ℎ̃3𝑙2−12ℎ̃𝑙4−24𝑟0ℎ̃

2𝑙2+3𝑙4𝑟0

8ℒ9
𝑑4

] 𝑑𝑠
𝑠

   （5.45） 

将垂线偏差海水布格影响严密积分公式中被积函数在𝑧 = 0附近展开至 3 阶 

∫
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅

𝑅+𝑑
𝑑𝑟′   

 = −
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

ℒ3
𝑑 −

3ℎ̃𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

2ℒ5
𝑑2 − [

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

3ℒ5
+

5𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓(2ℎ̃2−𝑙2)

6ℒ7
] 𝑑3  （5.46） 

由式（5.39），扰动重力梯度海水完全布格影响等于 

 𝑇𝑟𝑟
𝑜 = −

𝜕𝛿𝑔𝑜

𝜕𝑟
= 𝐺𝛽∬ [

2ℎ̃2−𝑙2

ℒ5
𝑑 +

3ℎ̃(2ℎ̃2−3𝑙2)

2ℒ7
𝑑2 +

4ℎ̃4+6𝑟4−12ℎ̃2𝑙2−(6𝑟4+3𝑟2𝑙2)𝑐𝑜𝑠𝜓

ℒ9
𝑑3
] 𝑑𝑠

𝑠
  （5.47） 

式（5.44）~式（5.47）右边各项展开后可用 FFT 算法进行快速计算。若计算点也在

海面，有ℎ = 0，ℒ = 𝑙，式（5.37）~式（5.47）会大幅简化。 

地球外部各类重力场量的海水完全布格影响量级较大，实际计算时应采用较大积分

半径，如积分半径不小于 250km。近海陆地受海水布格影响，近岸海域受陆地局部地形

影响，海岸带陆域或海域同时受海水布格和陆地局部地形影响。 

由于各种类型球壳布格影响量级大，地形起伏三阶近似的引入误差有时甚至超过扰

动重力场量本身量级。因此建议，除重力完全布格影响可用积分法计算外，其他各种类

型外部扰动场量（包括重力）的完全布格影响，以全球陆海地形质量球谐系数模型为参

考地形场，采用移去恢复法按剩余地形影响积分精准计算。 

7.5.4 外部场量剩余地形影响的积分算法 

陆海剩余地形影响定义为陆海完全布格影响的短波、超短波部分，因而可先构造陆

海剩余地形模型，再按积分方法计算各种类型场量的剩余地形影响。 

剩余地形模型可由相同格网规格的高分陆海地形模型与低通陆海地形模型格网相减

求得。剩余地形影响积分公式，与局部地形影响和海水完全布格影响的积分公式在形式

上相同，只是采用的积分流动体元密度和径向积分域存在一些差异。地球外部扰动位剩

余地形影响的严密积分式为 

 𝑇rtm = 𝐺∬ ∫ 𝛽′𝐿−1(𝑟, 𝜓, 𝑟′)
𝑅+𝛿′

𝑅
𝑑𝑟′

𝑠
𝑑s  （5.48） 
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式中：𝛿′, 𝛽′分别为积分流动面元𝑑𝑠 = 𝑟′2𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑑𝜑′𝑑𝜆′处的剩余地形高度和密度。当𝑑𝑠

位于陆地区域，𝛿′为剩余地形高度𝛿ℎ，𝛽′等于地形密度𝜌（= 2.67×10
3
kg/m

3
）；当𝑑𝑠位于

海 洋 区 域 ， 𝛿′ 为 剩 余 水 深 𝛿𝑑， 𝛽′ 为 海 水 补 偿 密 度𝛽′ = 𝜌 − 𝜌𝑤 （ 海 水 密 度𝜌𝑤 = 

1.03×10
3
kg/m

3
）。 

不难看出，面元𝑑𝑠无论位于陆域，还是海域，剩余地形𝛿′都是可正可负的。 

同理，可得外部扰动重力剩余地形影响的严密积分表达式 

 𝛿𝑔rtm = −
𝜕𝑇rtm

𝜕𝑟
= −𝐺∬ 𝛽′ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟
𝑑𝑟′

𝑅+𝛿′

𝑅𝑠
𝑑s （5.49） 

外部垂线偏差剩余地形影响的严密积分表达式 

 𝜉rtm =
𝐺

𝛾𝑟
∬ 𝛽′ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅+𝛿′

𝑅
𝑑𝑟′𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠

𝑠
   （5.50）  

 𝜂rtm =
𝐺

𝛾𝑟
∬ 𝛽′ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅+𝛿′

𝑅
𝑑𝑟′𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
  （5.51） 

外部扰动重力梯度剩余地形影响的严密积分表达式 

 𝑇𝑟𝑟
rtm =

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑇rtm = 𝐺∬ 𝛽′ ∫

𝜕2𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟2
𝑅+𝛿′

𝑅
𝑑𝑟′

𝑠
𝑑s  （5.52） 

综合局部地形影响与海水完全布格影响快速算法思路，采用当地水平极坐标系，令

𝑧 = 0为陆域地形面/海面，𝑧轴指向天顶方向。令ℒ = √ℎ̃2 + 𝑙2为地形面/海面上的流动面

元到外部计算点的三维空间距离，则式（5.48）~式（5.52）可等价地改写成 

𝑇rtm = 𝐺∬ 𝛽′ ∫
𝑑z

√(ℎ̃−𝑧)
2
+𝑙2

𝛿′

0
𝑑𝑠

𝑠     

 = 𝐺∬ 𝛽′ [𝑙𝑛
√(ℎ̃−𝛿′)

2
+𝑙2−ℎ̃+𝛿′

ℒ+ℎ̃−𝛿′
− 𝑙𝑛

ℒ−ℎ̃

ℒ+ℎ̃
] 𝑑𝑠

𝑠
   （5.53） 

 𝛿𝑔rtm =
𝐺

𝑟
∬ 𝛽′∬

𝜕

𝜕ℎ̃

𝑑𝑧

√(ℎ̃−𝑧)2+𝑙2

𝛥ℎ

0
𝑑𝑠

𝑠
=

𝐺

𝑟
∬ 𝛽′ [

1

√(ℎ̃−𝛥ℎ)
2
+𝑙2

−
1

ℒ
] 𝑑𝑠

𝑠
  （5.54） 

垂线偏差剩余地形影响被积函数∫
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑑𝑟′

𝑅+𝛿′

𝑅
=

1

2
𝑐𝑡𝑔

𝜓

2
[

ℎ̃−𝛿′

√(ℎ̃−𝛿′)
2
+𝑙2

−
ℎ̃

ℒ
] （5.55） 

 𝑇𝑟𝑟
rtm = 𝐺∬ 𝛽′ [

ℎ̃−𝛿′

((ℎ̃−𝛿′)2+𝑙2)3 2⁄ −
ℎ̃

ℒ3
]

𝑠
𝑑𝑠  （5.56） 

为进行快速计算，将上述严密积分表达式中的被积函数在𝑧 = 0附近展开，这里的

𝑧 = 0是地形面/海面。将式（5.53）被积函数在𝑧 = 0处展开至 3 阶，得 

 𝑇rtm = −𝐺∬ 𝛽′ (
1

ℒ
𝛿′ +

ℎ̃

2ℒ3
𝛿′2 +

2ℎ̃2−𝑙2

6ℒ5
𝛿′3) 𝑑𝑠

𝑠
  （5.57） 

将式（5.54）被积函数在𝑧 = 0处展开至 4 阶，得 

𝛿𝑔rtm =  

 𝐺

𝑟
∬ 𝛽′ [

ℎ̃

ℒ3
𝛿′ +

2ℎ̃2−𝑙2

2ℒ5
𝛿′2 +

ℎ̃(2ℎ̃2−3𝑙2)

2ℒ7
𝛿′3 +

8ℎ̃4−24ℎ̃2𝑙2+3𝑙4

8ℒ9
𝛿′4] 𝑑𝑠

𝑠
   （5.58） 

将垂线偏差剩余地形影响的被积函数式（5.55）在𝑧 = 0附近展开至 3 阶 
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∫
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅+𝛿′

𝑅
𝑑𝑟′ =  

 −
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

ℒ3
𝛿′ −

3ℎ̃𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

2ℒ5
𝛿′2 − [

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

3ℒ5
+

5𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓(2ℎ̃2−𝑙2)

6ℒ7
] 𝛿′3  （5.59） 

将式（5.56）被积函数在𝑧 = 0附近展开至 3 阶，得 

 𝑇𝑟𝑟
rtm = 𝐺∬ 𝛽′ [

2ℎ̃2−𝑙2

ℒ5
𝛿′ +

3ℎ̃(2ℎ̃2−3𝑙2)

2ℒ7
𝛿′2 +

8ℎ̃4−24ℎ̃2𝑙2+3𝑙4

2ℒ9
𝛿′3]

𝑠
𝑑𝑠  （5.60） 

7.6 局部地形补偿与地形 Helmert 凝聚 

7.6.1 重力场量的地形 Helmert 凝聚影响 

地形质量的 Helmert 凝聚，涉及一种称为地形质量补偿的概念，简称地形补偿。大

地水准面外部任意类型场量的地形补偿定义为，为抵消移去地形质量即扣除地形影响后

导致地球引力场发生变化，从而对该类型场量进行的质量补偿量。 

地形 Helmert 凝聚可分解为两个步骤：第一步，扣除地形质量生成的引力场，即减

去陆地完全布格地形影响；第二步，补偿扣除地形质量后引起的引力场变化，即加上地

形补偿。地形 Helmert 凝聚引起外部任意重力场量的变化，称为该重力场量的地形

Helmert 凝聚影响，可统一表示为 

 𝛼ℎ = 𝛼𝑡 − 𝛼𝑐  （6.1） 

式中：𝛼ℎ为扰动场量𝛼的地形 Helmert 凝聚；𝛼𝑡为𝛼的陆地完全布格影响；𝛼𝑐为𝛼的地形

补偿。 

不同于局部地形影响和完全布格影响，地形 Helmert 凝聚前后，地形质量保持不变，

因而场量在垂直方向的地形 Helmert 凝聚影响一般远小于其完全布格影响，也小于其局

部地形影响。地形 Helmert 凝聚后的大地水准面外部空间，称为 Helmert 空间，对应的

重力场为 Helmert 重力场，与实际地球重力场相差由地形 Helmert 凝聚引起的引力场变

化。地形 Helmert 凝聚影响是调和的。 

7.6.2 地形补偿与 Helmert 凝聚影响算法 

下面给出大地水准面外部近地调和空间中，任意高度各类重力场量的地形补偿算法。

依据定义，外部扰动位的地形补偿可表示为 

 𝑇𝑐 = 𝑇𝐵 + 𝑇𝑐𝑅 = 𝑇𝐵 + 𝐺∬
𝜇′−𝜇

𝐿
𝑑𝑠

𝑠
  （6.2） 

式中：𝑇𝑐𝑅称为扰动位的局部地形补偿；𝑑𝑠为地形面上的流动面元；�𝜇称为地形质量补

偿密度，球近似下有 

 𝜇 = 𝜌ℎ (1 +
ℎ

𝑅
+

ℎ2

3𝑅2
)  （6.3） 

式中：ℎ为计算点正下方的地面高程；𝜌为地形密度。 

分别用计算面和地形面的平均地心距代替实际地心距，式（6.2）右边第二项局部地

形补偿积分可用 FFT 算法进行快速计算。 

当计算点与流动点位置相同时，𝑇𝑐𝑅是奇异积分，奇异积分值为 
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 𝑇𝑐𝑅|0 =
𝑅2

6𝑟̃2
𝐺𝐴0√𝐴0/𝜋(𝜇𝑥𝑥 + 𝜇𝑦𝑦) （6.4） 

式中：𝜇𝑥𝑥 , 𝜇𝑦𝑦为计算点地形质量补偿密度在北方向𝑥和东方向𝑦的二阶偏导数。 

将式（6.2）代入扰动重力定义式，可得扰动重力地形补偿的积分式为 

 𝛿𝑔𝑐 = 𝛿𝑔𝐵 + 𝛿𝑔𝑐𝑅 = 𝛿𝑔𝐵 + 𝐺∬ (𝜇′ − 𝜇)
𝑟−𝑟′𝑡

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
  （6.5） 

式中：𝛿𝑔𝑐𝑅称为扰动重力的局部地形补偿。 

当计算点与流动点位置相同时，积分奇异，奇异积分值为 

 𝛿𝑔𝑐𝑅|0 =
𝑅2

12𝑟̃3
𝐺𝐴0√𝐴0/𝜋(𝜇𝑥𝑥 + 𝜇𝑦𝑦)   （6.6） 

综合式（6.2）和式（6.5）不难发现，地球外部任意类型扰动场量𝛼的地形 Helmert

凝聚影响可表示为 

 𝛼ℎ = 𝛼𝑡 − 𝛼𝑐 = (𝛼𝐵 + 𝛼𝑅) − (𝛼𝐵 + 𝛼𝑐𝑅) = 𝛼𝑅 − 𝛼𝑐𝑅  （6.7） 

由式（6.7）可知，球近似球壳布格影响𝛼𝐵抵消，即地形 Helmert 凝聚影响等于局部

地形影响𝛼𝑅与局部地形补偿𝛼𝑐𝑅之差。 

将式（5.5）和式（6.5），以及式（5.8）和式（6.5）分别代入式（6.7），就可求得

大地水准面外部近地空间扰动位和扰动重力的地形 Helmert 凝聚影响，进而可以得到其

他各种类型重力场量的地形 Helmert 凝聚影响。 

采用当地水平极坐标系，令𝑧轴为天顶方向，此时有𝑑𝑟 = 𝑑ℎ̃，则 

𝛿𝑔𝑐𝑅 = −𝐺∬ (𝜇′ − 𝜇)
𝜕

𝜕ℎ̃

1

𝐿
𝑑𝑠

𝑠
= 𝐺∬ (𝜇′ − 𝜇)

ℎ̃

𝐿3
−

𝜇′−𝜇

𝐿3
(ℎ′ − ℎ)𝑑𝑠

𝑠
  

 = 𝐺∬ (𝜇′ − 𝜇)
ℎ̃

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
− 𝐺∬

𝜇′ℎ′

𝐿3
𝑡

𝐿
𝑑𝑠

𝑠
   

 +𝐺∬
𝜇′ℎ

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
+ 𝐺∬

𝜇ℎ′

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
− 𝐺∬

𝜇ℎ

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
 （6.8） 

式（6.8）右边每一项可用 FFT 算法进行快速计算。 

顾及  
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
=

𝑟𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝐿3
，

𝜕𝜓

𝜕𝜑
= −𝑐𝑜𝑠𝛼,

𝜕𝜓

𝜕𝜆
= −𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼 （6.9） 

有       𝜉𝑐𝑅 = −
𝜕𝑇𝑐𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜑
= −

𝜕𝑇𝑐𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜑
=

𝜕𝑇𝑐𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝛼 =

𝐺

𝛾𝑟
∬ (𝜇′ − 𝜇)

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠

𝑠
    

 =
𝐺

𝛾
∫ (𝜇′ − 𝜇)

𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝐿3𝑠
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠 （6.10） 

𝜂𝑐𝑅 = −
𝜕𝑇𝑐𝑅

𝛾𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜆
=

𝜕𝑇𝑐𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜓
𝑠𝑖𝑛𝛼 =

𝐺

𝛾𝑟
∬

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
(𝜇′ − 𝜇)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
     

 =
𝐺

𝛾
∬ (𝜇′ − 𝜇)

𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝐿3
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
  （6.11） 

𝑇𝑟𝑟
𝑐𝑅 =

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑇𝑐𝑅 = 𝐺∬ (𝜇′ − 𝜇)

𝜕2

𝜕𝑟2
(
1

𝐿
) 𝑑𝑠

𝑠
      

 = 𝐺∬ (𝜇′ − 𝜇) (3
𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝐿5
−

1

𝐿3
) 𝑑𝑠

𝑠
   （6.12） 

式（6.10）~式（6.12）为垂线偏差和扰动重力梯度局部地形补偿的 FFT 算法公式。 

7.7 陆海地形球谐分析与地形影响综合 

地面/海面任意一点P(𝜃, 𝜆, 𝑅)的地形面密度𝑞(𝜃, 𝜆)可用规格化的球谐系数展开式表示
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为 

 𝑞(𝜃, 𝜆) = 𝛽ℎ = 𝑎∑ ∑ [𝐴𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝐵𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆]
𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=1 𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)   （7.1） 

式中：𝑎取地球椭球长半轴，以方便与地球重力场位系数模型融合；𝐴𝑛𝑚, 𝐵𝑛𝑚为𝑛阶𝑚次

规格化地形质量球谐系数。 

式（7.1）中，当 P 位于陆地地面时，ℎ为陆地地形高度（ℎ > 0），𝛽为地形密度，可

取𝛽 = 𝜌 =2.67×10³kg/m³；当 P 位于海面时，ℎ为海洋水深（ℎ < 0），𝛽为海水补偿密度

（等于地形密度𝜌与海水密度𝜌𝑤之差），可取𝛽 = 𝜌 − 𝜌𝑤 =1.64×10³kg/m³。 

地球外部空间点(𝜃, 𝜆, 𝑟)引力位的陆海完全布格影响可用全球陆海地形质量球谐级数

表达为 

 𝑉tbg(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
3𝐺𝑀

𝑟𝜌𝑒
∑ (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ (𝐴𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝐵𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=1   （ 7.2 ） 

式中：𝜌𝑒 =5.517×10
3
kg /m

3
为地球平均密度。 

而地球外部空间点(𝑟, 𝜃, 𝜆)引力位的剩余地形影响可用全球陆海地形质量球谐级数表

示为 

 𝑉rtm(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
3𝐺𝑀

𝑟𝜌𝑒
∑ (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ (𝐴𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝐵𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=𝑛1

 （ 7.3 ） 

式中：𝑛1为剩余陆海地形模型的最小阶数。 

规格化地形质量球谐系数与规格化地形位系数之间的关系为 

 𝐶̅𝑛𝑚
ter =

3

𝜌𝑒

1

2𝑛+1
𝐴𝑛𝑚, 𝑆𝑛̅𝑚

ter =
3

𝜌𝑒

1

2𝑛+1
𝐵𝑛𝑚  （7.4） 

可见，地形位系数𝐶̅𝑛𝑚
ter、𝑆𝑛̅𝑚

ter定义为，由陆域地面与大地水准面间的地形质量、海

域海面（不是深度基准面）与海底之间海水补偿质量组合，生成的地球外部引力场即陆

海完全布格影响，经规格化球谐分析后，对应的地形引力场位系数，也称重力位系数的

陆海完全布格影响。 

将式（7.4）代入扰动重力场量球谐展开式，并顾及正常重力场量不存在地形影响问

题，就可导出地球外部各种重力场量的剩余地形影响球谐综合表达式。大地水准面或其

外部点(𝜃, 𝜆, 𝑟)处高程异常剩余地形影响球谐综合计算式 

𝜁rtm(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
𝐺𝑀

𝑟𝛾

3

𝜌𝑒
   

 ∑ (
𝑎

𝑟
)
𝑛 1

2𝑛+1
∑ (𝐴𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝐵𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑛
𝑚=0

∞
𝑛=𝑛1

 （7.5） 

式中：𝛾为计算点的正常重力。同理，可得外部重力剩余地形影响球谐综合计算式 

𝑔rtm(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
𝐺𝑀

𝑟2
3

𝜌𝑒
∑

𝑛+1

2𝑛+1
(
𝑎

𝑟
)
𝑛

∞
𝑛=𝑛1

  

 ∑ (𝐴𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝐵𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚
𝑛
𝑚=0 (𝑐𝑜𝑠𝜃) （7.6） 

外部垂线偏差剩余地形影响球谐综合计算式 

南向：𝜉rtm(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
𝐺𝑀

𝑟2
3

𝛾𝜌𝑒
𝑠𝑖𝑛 𝜃 ∑

1

2𝑛+1
(
𝑎

𝑟
)
𝑛

∞
𝑛=𝑛1

   

 ∑ (𝐴𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝐵𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)
𝜕

𝜕𝜃
𝑃̅𝑛𝑚

𝑛
𝑚=0 (𝑐𝑜𝑠𝜃) （7.7） 
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西向：𝜂rtm(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
𝐺𝑀

𝑟2 𝑠𝑖𝑛 𝜃

3

𝛾𝜌𝑒
∑

1

2𝑛+1
(
𝑎

𝑟
)
𝑛

∞
𝑛=𝑛1

 

 ∑ 𝑚(𝐴𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆 − 𝐵𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑛
𝑚=1  （7.8） 

外部径向重力梯度剩余地形影响球谐综合计算式 

𝑉𝑟𝑟
rtm(𝜃, 𝜆, 𝑟) =

𝐺𝑀

𝑟3
3

𝜌𝑒
∑

(𝑛+1)(𝑛+2)

2𝑛+1
(
𝑎

𝑟
)
𝑛

∞
𝑛=𝑛1

   

 ∑ (𝐴𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝐵𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚
𝑛
𝑚=0 (𝑐𝑜𝑠𝜃) （7.9） 

外部水平重力梯度剩余地形影响球谐综合计算式 

北向：𝑉𝑛𝑛
rtm(𝜃, 𝜆, 𝑟) = −

𝐺𝑀

𝑟3
3

𝜌𝑒
∑

1

2𝑛+1
(
𝑎

𝑟
)
𝑛

∞
𝑛=𝑛1

  

 ∑ (𝐴𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆 + 𝐵𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆)
𝜕2

𝜕𝜃2
𝑃̅𝑛𝑚

𝑛
𝑚=0 (𝑐𝑜𝑠𝜃) （7.10） 

西向：𝑉𝑤𝑤
rtm(𝜃, 𝜆, 𝑟) = −

𝐺𝑀

𝑟3𝑠𝑖𝑛2𝜃

3

𝜌𝑒
∑

1

2𝑛+1
(
𝑎

𝑟
)
𝑛

∞
𝑛=𝑛1

  

 ∑ 𝑚2(𝐴𝑛𝑚𝑠𝑖𝑛𝑚𝜆 + 𝐵𝑛𝑚𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆)𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)
𝑛
𝑚=1  （7.11） 

在式（7.5）~式（7.11）中，取𝑛1 = 1，就是对应类型重力场量的陆海完全布格影

响球谐综合算法公式。陆海完全布格影响的一阶项明显，不能忽略。 

7.8 陆海统一经典布格与均衡影响算法 

7.8.1 陆地布格重力异常经典归算方法 

经典的平面布格重力异常只定义在大地水准面上，等于大地水准面上的空间异常，

减去大地水准面外所有地形质量对地面点重力产生的影响。因而，大地水准面上的布格

重力异常经典算法为 

 ∆𝑔𝐵 = ∆𝑔 − 𝑔𝑅 − 2𝜋𝐺𝜌ℎ  （8.1） 

式中：∆𝑔为大地水准面上空间异常，−𝑔𝑅为经典的平面地形改正（𝑔𝑅等于地面重力局部

地形影响的平面近似），−2𝜋𝐺𝜌ℎ为层间改正（2𝜋𝐺𝜌ℎ等于地面重力球壳布格影响的平面

近似）。 

在陆地山区，层间改正−2𝜋𝐺𝜌ℎ远小于零，因而布格重力异常也一般小于零。由于

实际重力测点一般不在大地水准面上，因而需要将实测重力从测点高度延拓到大地水准

面上，得到该点在大地水准面上的空间异常∆𝑔后，才可以按算法公式（8.1），计算经典

布格重力异常。 

这样，对于地面或近地空间，由测点重力与测点高度观测量，计算平面布格重力异

常（大地水准面上）的一般算法公式为 

 ∆𝑔𝐵 = ∆𝑔𝑠 − 𝑔𝑅 − 2𝜋𝐺𝜌ℎ − ∆𝑔𝑐  （8.2） 

式中：∆𝑔𝑠为测点空间异常；∆𝑔𝑐为空间异常的解析延拓量。 

由于地形影响的对象是重力本身，与正常重力无关。因此由地面测点重力与高度观

测量，计算平面布格扰动重力（大地水准面上）的算法公式为 

 𝛿𝑔𝐵 = 𝛿𝑔𝑠 − 𝑔𝑅 − 2𝜋𝐺𝜌ℎ − 𝛿𝑔𝑐  （8.3） 
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式中：𝛿𝑔𝑠为测点扰动重力；𝛿𝑔𝑐为扰动重力的解析延拓量，与∆𝑔𝑐几乎相等。 

式（8.2）和式（8.3），就是由地面或航空重力计算经典布格重力异常和布格扰动重

力的通用公式。 

值得注意的是，无论测点在地面还在航空高度上，经典布格重力异常（布格扰动重

力）中的空间异常（扰动重力）都只定义在大地水准面上，而地形影响（包括局部地形

影响和平面层间影响）特指地形质量对地面重力的影响。即使由航空重力计算经典布格

重力异常或布格扰动重力，式（8.2）和式（8.3）中的𝑔𝑅也只能采用地面重力的局部地

形影响，既不是航空高度上也不是大地水准面上重力的局部地形影响。 

7.8.2 海洋及陆海统一布格重力异常计算 

大陆地区，陆域地形导致大地水准面外存在质量，需要去掉，产生陆地布格影响。

而在海洋地区，海平面下方的海水密度小于地形密度，海水质量亏损需要补偿，从而产

生海水布格影响。 

重力（空间异常/扰动重力）的海水完全布格影响严密积分公式为 

 𝑔𝑏
𝑤 =

𝐺𝛽

𝑟
∬ [

𝑟0

ℒ
−

𝑟0+𝑑

√(ℎ̃−𝑑)
2
+𝑙2
] 𝑑𝑠

𝑠
  （8.4） 

式中：𝑑 < 0为海底水深；𝛽 = 𝜌 − 𝜌𝑤为海水补偿密度；ℎ̃为计算点相对于海面的高度；

𝑟0为计算点正下方海面的地心距；𝑑𝑠为海面积分面元；ℒ为海面流动积分面元到计算点

的空间距离；𝑙为计算点在海面上投影点与海面积分面元𝑑𝑠之间的直线距离。 

由于式（8.1）中的局部地形影响𝑔𝑅和式（8.4）中的海水完全布格影响𝑔𝑏
𝑤都是一定

区域范围内的积分值，因此，近岸海域受陆域局部地形影响不为零，近海陆地受海水布

格影响也不为零。可见，海岸带地区需要采用陆海统一的布格影响算法。 

海平面的海拔高度等于零，局部地形影响积分区域若包含海域，则海域部分对局部

地形影响的贡献等于零；同样，陆域地面的海洋水深等于零，海水布格影响积分区域若

包含陆域，则陆域部分对海水布格影响的贡献也等于零。可见，局部地形影响与海水布

格影响在积分域上完全分离且无缝拼接，因此两项积分公式直接相加，就是陆海统一的

布格重力异常和布格扰动重力计算公式 

 ∆𝑔𝐵 = ∆𝑔𝑠 − 𝑔𝑅 − 2𝜋𝐺𝜌ℎ − 𝑔𝑏
𝑤 − ∆𝑔𝑐   （8.5） 

 𝛿𝑔𝐵 = 𝛿𝑔𝑠 − 𝑔𝑅 − 2𝜋𝐺𝜌ℎ − 𝑔𝑏
𝑤 − 𝛿𝑔𝑐  （8.6） 

这表明，陆海统一的算法能力可通过积分公式相加形成。令 

 𝑔𝐵 = 𝑔𝑏 + 𝑔𝑏
𝑤 = 𝑔𝑅 + 2𝜋𝐺𝜌ℎ + 𝑔𝑏

𝑤  （8.7） 

通常称𝑔𝐵为经典的重力布格影响量。不难看出，对于空间异常或扰动重力，经典的

布格影响量是统一的，无需区分。 
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7.8.3 陆地 Airy-Heiskanen 地壳均衡影响 

布格重力异常在山区通常表现为较大的负值，人们因此联想地壳上不规则高山起伏

的“多余”物质，可能被下面岩浆层存在的对应亏损物质所补偿。令海平面至岩浆面的深

度 为 补 偿 深 度 𝐷 ， Airy-Heiskanen 模 型 认 为 ， 地 壳 下 层 是 岩 浆 层 ， 密 度 为

𝜌1=3.27×10³kg/m³，岩浆层上面漂浮一座山体，密度为地壳密度𝜌 = 2.67×10³kg/m³，这

座山体高出海平面部分就是可见的地形，山越高沉入岩浆的部分（称为山根）越深，山

体与山根相对岩浆面近似对称。山体与山根之间形成一个密度差∆𝜌1 = 𝜌1 − 𝜌  = 

0.6×10³kg/m³，是岩浆层中局部密度亏损。 

假设把地形起伏的多余物质填入其下面的亏损部分，给予补偿，补偿密度正好等于

亏损密度∆𝜌1 = 0.6×10³kg/m³，补偿密度使重力值加大，这种因补偿而导致的重力值变

化，就是 Airy-Heiskanen 地壳均衡影响。令地形高度为ℎ，山根深度为𝑏，由漂浮的静力

平衡条件可知 

 𝑏∆𝜌1 = 𝜌0ℎ ⟹ 𝑏 =
𝜌0

∆𝜌1
ℎ = 4.45ℎ （8.8） 

陆地山根质量亏损，需要质量补偿，因此，一般情况下陆地地壳均衡影响与平面布

格影响大致反号。令𝑧轴为铅垂线方向，原点 O 位于海平面，则陆地地壳均衡影响等于 

 𝑔𝐼 = −𝐺∆𝜌1∬ ∫
𝑧−𝑧′

𝐿3
𝑑𝑧

𝐷+𝑏

𝐷
𝑑𝜎

𝜎
 （8.9） 

7.8.4 海洋及陆海统一均衡重力异常计算 

海洋有一层低密度海水𝜌𝑤=1.03×10³kg/m³和一层密度等于𝜌的洋壳，两层物质自重

将小于岩浆的浮力，需要补充物质才能达到静力平衡，从而导致岩浆物质向海洋地区上

涌，形成反山根。 

对海水层密度亏损的补偿𝛽 = 𝜌 − 𝜌𝑤 =1.64×10³kg/m³，产生海水布格影响，已用

式（8.4）表达。令海底水深为𝑑，海水补偿后，海洋反山根静力平衡条件变为 

 𝑏′∆𝜌1 = 𝛽𝑑 ⟹ 𝑏′ =
𝛽

∆𝜌1
𝑑 = 2.73𝑑 （8.10） 

陆地山根质量亏损，需要质量补偿，因此，海洋地壳均衡影响与海水布格影响一般

也反号。海洋地壳均衡影响等于 

 𝑔𝐼
𝑜 = −𝐺∆𝜌1∬ ∫

𝑧−𝑧′

𝐿3
𝑑𝑧

𝐷

𝐷−𝑏′
𝑑𝜎

𝜎
  （8.11） 

由于陆域地壳均衡影响式（8.9）和海洋地壳均衡影响式（8.11）都是对一定区域范

围内的积分，因此，近岸海域的陆地均衡影响不为零，近海陆地的海洋均衡影响也不为

零。可见，在海岸带区域，也需要陆海统一的地壳均衡影响算法。 

与陆海统一布格影响算法的分析思路相似，海面高度等于零，陆域均衡影响积分区

域若包含海域，则海域部分对陆域地壳均衡影响的贡献等于零（海域无陆地山根）；陆

地海洋水深等于零，海洋均衡影响积分区域若包含陆域，则陆域部分对海洋地壳均衡影

响的贡献也等于零（陆域无海洋反山根）。因此，陆地均衡影响与海洋均衡影响在积分
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域上也完全分离且无缝拼接，两项积分公式直接相加，就得到陆海统一的均衡重力异常

和均衡扰动重力计算公式 

 ∆𝑔𝐵 = ∆𝑔𝑠 − 𝑔𝐵 − 𝑔𝐼 − 𝑔𝐼
𝑜 − ∆𝑔𝑐 （8.12） 

 𝛿𝑔𝐵 = 𝛿𝑔𝑠 − 𝑔𝐵 − 𝑔𝐼 − 𝑔𝐼
𝑜 − 𝛿𝑔𝑐 （8.13） 

令 𝑔𝐼 = 𝑔𝐼 + 𝑔𝐼
𝑜 （8.14） 

并称𝑔𝐼为经典的重力陆海地壳均衡影响量。 

7.8.5 布格/均衡影响符号问题的物理解释 

陆地布格影响𝑔𝑏是移去大地水准面以外的地形质量，海水布格影响𝑔𝑏
𝑤是补偿海水

密度至地形密度，因此，陆地布格影响与海水布格影响反号。 

陆地均衡影响𝑔𝐼是将地形多余物质填入山根的亏损部分，陆地均衡影响与陆地布格

影响反号；海洋均衡影响𝑔𝐼
𝑜是移去海洋反山根的过程质量，海洋均衡影响与海水布格影

响反号。 

陆地布格影响大于零𝑔𝑏 > 0，因此，海水布格影响、陆地均衡影响小于零𝑔𝑏
𝑤 <

0, 𝑔𝐼 < 0，而海洋均衡影响大于零𝑔𝐼
𝑜 > 0。用+表示大于零，－表示小于零，则陆地布格

影响（+），海水布格影响（－），陆地均衡影响（－），海洋均衡影响（+），如图 6。 

 
图 6 陆海统一的地面重力布格与均衡影响量计算原理 

 
由地壳均衡补偿原理可知，陆地布格影响大于陆地均衡影响，且相互抵偿一部分；

海洋的海水布格影响大于海洋均衡影响，也相互抵偿一部分。因此，无论是陆地还是海

洋，在大部分地区，均衡异常一般会小于布格异常。 

正常重力场是扰动重力场约定的起算基准，不存在地形影响问题。因此，同一点处

的重力、扰动重力和空间异常的各种地形影响都严格相等，重力位与扰动位的地形影响、

重力梯度与扰动重力梯度的地形影响也分别相等。例如，测点的重力、扰动重力、空间
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异常的局部地形影响、地形 Helmert 凝聚、陆海布格影响、陆海均衡影响和地形剩余影

响都分别相等，无需区分。布格重力异常与布格扰动重力的地形影响相同，均衡重力异

常与均衡扰动重力的地形影响相同。 

值的注意的是，由于正常重力不存在地形影响问题，因而扰动重力的地形影响与空

间异常的地形影响严格相等，两者之间并不满足重力基本微分方程，而且，空间异常的

地形影响与高程异常的地形影响之间满足 Hotine 公式，而不是 Stokes 公式。 

7.9 扰动地球重力场积分算法公式 

全球地球重力场一般在谱域中表达和求解，扰动重力场的空域积分算法主要用于局

部重力场逼近。在局部地区，为实现有限半径积分，通常采用参考重力场模型移去恢复

法，即先计算并移去边界面上被积扰动场量的模型值，获得残差扰动场量，再用有限积

分半径按空域积分算法，由残差扰动场量得到计算点处的目标残差扰动场元，最后计算

并恢复计算点处目标扰动场元的模型值，得到目标扰动场元的局部逼近解。 

7.9.1 广义 Stokes 与 Hotine 积分公式 

已知大地水准面或其外部某一重力等位面 S 上的空间异常𝛥𝑔，则地球外部空间计算

点的扰动位𝑇(𝜃, 𝜆, 𝑟)或高程异常𝜁(𝜃, 𝜆, 𝑟)，可用如下广义 Stokes 积分公式计算 

 𝑇(𝜃, 𝜆, 𝑟) = 𝛾𝜁(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
1

4𝜋
∬ 𝛥𝑔′𝑆(𝑟, 𝜓, 𝑟′)𝑑𝑠
𝑠

 （9.1） 

式中：𝑟′为空间异常𝛥𝑔′所在重力等位面上流动点（面元𝑑𝑠）的地心距；𝑆(𝑟, 𝜓, 𝑟′)为广

义 Stokes 核函数，且 

 𝑆(𝑟, 𝜓, 𝑟′) =
2

𝐿
+

1

𝑟
−

3𝐿

𝑟2
−

5𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
−

3𝑟′

𝑟2
𝑐𝑜𝑠𝜓𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
  （9.2） 

式中：𝐿为流动点到计算点的空间距离。 

当计算点与流动点位置相同时，广义 Stokes 积分奇异，奇异积分值可表示为 

 𝜁|0 =
𝐴0

𝛾
∆𝑔0 （9.3） 

式中：𝐴0、∆𝑔0、𝛾分别为计算点所在积分面元的面积、空间异常和正常重力。 

已知大地水准面或其外部某一重力等位面 S 上的扰动重力𝛿𝑔，则地球外部空间计算

点的扰动位𝑇(𝜃, 𝜆, 𝑟)或高程异常𝜁(𝜃, 𝜆, 𝑟)，可用如下广义 Hotine 积分公式计算 

 𝑇(𝜃, 𝜆, 𝑟) = 𝛾𝜁(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
1

4𝜋
∬ 𝛿𝑔′𝐻(𝑟, 𝜓, 𝑟′)𝑑𝑠
𝑠

 （9.4） 

式中：𝐻(𝑟,𝜓, 𝑟′)为广义 Hotine 核函数，且 

 𝐻(𝑟, 𝜓, 𝑟′) =
2

𝐿
−

1

𝑟′
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
 （9.5） 

当计算点与流动点位置相同时，广义 Hotine 积分奇异，奇异积分值可表示为 

 𝜁|0 =
𝐴0

𝛾
𝛿𝑔0 （9.6） 

若将计算面地心距𝑟和边界面地心距𝑟′都近似为各自平均值的常量，则广义

Stokes/Hotine 积分公式可用 FFT 算法进行快速计算。 
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Stokes 边值问题要求，边界面必须是等位面，如大地水准面或其外部等位面，即空

间异常/扰动重力必须位于重力等位面上。等位面可采用参考重力场模型（不大于 360 阶）

构造，在高度不大于 10 千米的近地空间，可用等正（常）高面的大地高格网表示。 

7.9.2 广义 Vening-Meinesz 积分公式 

在当地水平坐标系中，对广义 Stokes 积分公式（9.1）两端求水平导数，得 

 𝜉 = −
1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛥𝑔′

𝜕𝑆(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜑
𝑑𝑠

𝑠
，𝜂 = −

1

4𝜋𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝛾
∬ 𝛥𝑔′

𝜕𝑆(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜆
𝑑𝑠

𝑠
 （9.7） 

对 𝑐𝑜𝑠𝜓 = 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆) （9.8） 

两边进行水平导数运算得 

 −𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕𝜓

𝜕𝜑
= 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆) （9.9） 

 −𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕𝜓

𝜕𝜆
= 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆) （9.10） 

由球面三角公式可得 

 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑐𝑜𝑠𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆) （9.11） 

 𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆) （9.12） 

综合式（9.9）~式（9.12）有 

 
𝜕𝜓

𝜕𝜑
= −𝑐𝑜𝑠𝛼,

𝜕𝜓

𝜕𝜆
= −𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼 （9.13） 

代入式（9.7）得 

 𝜉 =
1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛥𝑔′

𝜕𝑆(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠

𝑠
，𝜂 =

1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛥𝑔′

𝜕𝑆(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
  （9.14） 

顾及𝐿 = √𝑟2 + 𝑟′2 − 2𝑟𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓，有 

 
𝜕

𝜕𝜓
𝐿 =

𝑟𝑟′

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜓，

𝜕

𝜕𝜓
(
1

𝐿
) = −

1

𝐿2
𝜕

𝜕𝜓
𝐿 = −

𝑟𝑟′

𝐿3
𝑠𝑖𝑛𝜓  （9.15） 

 
𝜕

𝜕𝜓
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
=

1

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿
(
𝑟𝑟′

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜓 + 𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓) =

𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟+𝐿−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝐿+𝑟

𝐿
  （9.16） 

𝜕

𝜕𝜓
𝑆(𝑟, 𝜓, 𝑟′) =

𝜕

𝜕𝜓
(
2

𝐿
+

1

𝑟
−

3𝐿

𝑟2
−

5𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
−

3𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
)  

=
𝜕

𝜕𝜓

2

𝐿
−

3

𝑟2
𝜕

𝜕𝜓
𝐿 +

5𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟2
+

3𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟2
𝑙𝑛

𝑟+𝐿−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

2𝑟
−

3𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
𝜕

𝜕𝜓
𝑙𝑛

𝑟+𝐿−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

2𝑟
   

= (−
2𝑟𝑟′

𝐿3
−

3𝑟′

𝑟𝐿
+

5𝑟′

𝑟2
+

3𝑟′

𝑟2
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
−

3𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
𝑟′

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝐿+𝑟

𝐿
) 𝑠𝑖𝑛𝜓   

 = [−
2𝑟

𝐿3
−

3

𝑟𝐿
+

5

𝑟2
+

3

𝑟2
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
−

3𝑟′(𝐿+𝑟)𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2𝐿(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)
] 𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓  （9.17） 

同理，在当地水平坐标系中对广义 Hotine 公式（9.4）两端求水平导数，有 

 𝜉 =
1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛿𝑔′

𝜕𝐻(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠

𝑠
，𝜂 =

1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛿𝑔′

𝜕𝐻(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
 （9.18） 

由于 
𝜕

𝜕𝜓
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
=

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

(
𝑟𝑟′

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜓+𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓)𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)+(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)𝑟𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟2(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)2
  

 =
𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝐿+𝑟

𝐿
𝑟′(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)+(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)

1−𝑐𝑜𝑠𝜓
= [

𝑟′(𝐿+𝑟)

(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)𝐿
+

1

1−𝑐𝑜𝑠𝜓
] 𝑠𝑖𝑛𝜓 （ 9.19 ） 
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因此
𝜕

𝜕𝜓
𝐻(𝑟,𝜓, 𝑟′) =

𝜕

𝜕𝜓
(
2

𝐿
−

1

𝑟′
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
) =

𝜕

𝜕𝜓

2

𝐿
−

1

𝑟′
𝜕

𝜕𝜓
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
   

 = [−
2𝑟𝑟′

𝐿3
−

𝐿−𝑟

(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)𝐿
+

1

𝑟′(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
] 𝑠𝑖𝑛𝜓 （9.20） 

式（9.14）、式（9.18）也称为广义 Vening-Meinesz 公式，式（9.17）、式（9.20）

为广义 Vening-Meinesz 核函数。 

广义 Vening-Meinesz 公式由广义 Stokes/Hotine 公式导出，属 Stokes 边值问题，要

求被积空间异常/扰动重力位于重力等位面。利用式（9.14），可以由某一等位面上的空

间异常计算地球外部或地面任意点的垂线偏差。利用式（9.18），可以由某一等位面上的

扰动重力计算地球外部或地面任意点的垂线偏差。 

将𝑟、𝑟′近似为常数，广义 Vening-Meinesz 积分公式（9.14）和式（9.18）可用 FFT

算法进行快速计算。 

7.9.3 Possion 积分算法及其应用计算 

Poisson 积分法由某一高度源边界面S上任一类型观测扰动场量，计算另一高度目标

边界面𝐷上同类型扰动场量。用于扰动场量解析延拓的 Poisson 积分公式，可由第一边值

问题 Poisson 积分解表达为 

 𝜇(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
1

4𝜋𝑟
∫ 𝜇(𝜃′, 𝜆′, 𝑟′)

𝑟2−𝑟′2

𝐿3𝑠
𝑑𝑠  （9.21） 

式中：𝜇为任一类型扰动重力场量（如扰动重力或高程异常），(𝜃′, 𝜆′, 𝑟′)为源边界面S上

流动面元𝑑𝑠的球坐标，(𝜃′, 𝜆′, 𝑟′) ∈ 𝑆；(𝜃, 𝜆, 𝑟)为目标边界面𝐷上计算点的球坐标，

(𝜃, 𝜆, 𝑟) ∈ 𝐷；𝐿为流动面元到计算点的空间距离。 

第一边值问题 Poisson 积分解并不要求源边界面S是重力等位面，如 1.3.5 节。当计

算点也位于源边界面上时，地心距�𝑟 → 𝑟′，𝑟2 − 𝑟′2 → 0，边界面球近似下扰动场量的

Poisson 积分核函数(𝑟2 − 𝑟′2)/𝐿3无定义，Poisson 积分式（9.21）无意义，当边界面流动

点与计算点重合时，�𝐿 → 0，Poisson 积分奇异，边界面球近似下奇异积分值也不存在，

式（9.21）失效。此时，通过恒等式变换（Hofmann，2006），可将式（9.21）改写为 

 𝜇(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
𝑟′2

𝑟2
𝜇(𝜃, 𝜆, 𝑟′) +

1

4𝜋𝑟
∫ [𝜇(𝜃′, 𝜆′, 𝑟′) − 𝜇(𝜃′, 𝜆′, 𝑟)]

𝑟2−𝑟′2

𝐿3𝑠
𝑑𝑠  （9.22） 

当𝑟 → 𝑟′，𝐿 → 0时，式（9.22）右端积分虽会出现奇异，但由于[𝜇(𝜃′, 𝜆′, 𝑟′) −

𝜇(𝜃′, 𝜆′, 𝑟)] → 0，故核函数的奇异点被中和，从而消除积分奇异性。 

已知某一边界面上扰动重力𝛿𝑔，也可以计算地球外部计算点(𝜃, 𝜆, 𝑟)的扰动重力梯

度𝑇𝑟𝑟。将 Poisson 积分用于扰动重力𝛿𝑔，有 

 𝛿𝑔(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
1

4𝜋𝑟
∬ 𝛿𝑔′

𝑟2−𝑟′2

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
 （9.23） 

顾及𝑇𝑟𝑟 =
𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕

𝜕𝑟
𝑇) = −

𝜕

𝜕𝑟
(𝛿𝑔)，将式（9.23）两边对径向求偏导，得 

𝑇𝑟𝑟 = −
1

4𝜋𝑟
∬ 𝛿𝑔′

𝜕

𝜕𝑟

𝑟2−𝑟′2

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
  

 =
1

4𝜋𝑟
∬ 𝛿𝑔′

𝑟3−5𝑟𝑟′2+(𝑟2+3𝑟′2)𝑟′2𝑐𝑜𝑠𝜓

𝐿5
𝑑𝑠

𝑠
 （9.24） 
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类似于改化后的 Poisson 积分式（9.22），可采用改化后的积分算法抑制扰动重力积

分计算的奇异性。 

7.9.4 扰动重力场元正反积分运算 

（1）高程异常积分计算扰动重力 

根据扰动重力定义，对扰动位𝑇的 Poisson 积分公式取垂线方向导数得 

 𝛿𝑔 =
𝜕𝑇

𝜕𝑛
≈ −

𝛾𝜕𝜁

𝜕𝑟
= −

𝛾

2𝜋
∬

𝜁−𝜁𝑝

𝑙3
𝑑𝑠

𝑠
 （9.25） 

式中：∂𝑛表示铅垂线方向微分；𝑙为等位边界面上计算点与流动点之间的直线距离。 

当流动点与计算点重合时，积分奇异，奇异积分值为 

 𝛿𝑔|0 =
𝛾√𝐴0 𝜋⁄

4
(𝜁𝑥𝑥 + 𝜁𝑦𝑦) （9.26） 

式中：𝜁𝑥𝑥、𝜁𝑦𝑦为计算点的高程异常二阶水平偏导数，𝛾𝜁𝑥𝑥、𝛾𝜁𝑦𝑦分别为水平重力梯度

北向、水平重力梯度东向。 

式（9.25）也称为逆 Hotine 积分公式。利用式（9.25），可以由等位面上的高程异常

计算该等位面上的扰动重力。 

由于扰动重力𝛿𝑔是扰动位𝑇沿垂线方向的导数，因此，式（9.25）要求边界面（高

程异常所在面）是重力等位面。 

（2）高程异常积分计算空间异常 

将重力基本微分方程代入式（9.25）得 

 𝛥𝑔 = −
𝛾

2𝜋
∬

𝜁−𝜁𝑝

𝑙3
𝑑𝑠

𝑠
−

𝜁𝛾

2𝑟
 （9.27） 

式（9.27）也称为逆 Stokes 积分公式。利用式（9.27），可以由等位面上的高程异常

计算该等位面上的空间异常。 

（3）垂线偏差积分计算高程异常 

 𝜁 =
𝑟

4𝜋
∬ 𝑐𝑡𝑔

𝜓

2
(𝜉𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝜂𝑠𝑖𝑛𝛼)

σ
𝑑𝜎 （9.28） 

当流动点与计算点重合时，积分奇异，奇异积分值为 

 𝜁|0 =
𝐴0

4𝜋
(𝜉𝑦 + 𝜂𝑥) （9.29） 

式中：𝜉𝑦、𝜂𝑥分别为𝜉和𝜂在东方向和北方向的偏导数。 

利用式（9.28），可由等位面上的垂线偏差计算该等位面上的高程异常。 

（4）垂线偏差积分计算空间异常 

 𝛥𝑔 = −
𝛾

4𝜋
∬ (3𝑐𝑠𝑐𝜓 − 𝑐𝑠𝑐𝜓𝑐𝑠𝑐

𝜓

2
− 𝑡𝑔

𝜓

2
) (𝜉𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝜂𝑠𝑖𝑛𝛼)

𝜎
𝑑𝜎 （9.30） 

当流动点与计算点重合时，积分奇异，奇异积分值为 

 𝛥𝑔|0 = −
𝛾√𝐴0 𝜋⁄

4
(𝜉𝑦 + 𝜂𝑥) （9.31） 

利用式（9.30），可由等位面上的垂线偏差计算该等位面上的空间异常。 

（5）垂线偏差积分计算扰动重力 
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由重力基本微分方程，顾及式（9.28）和式（9.30），可得到由垂线偏差计算扰动重

力的公式 

𝛿𝑔 = −
𝛾

4𝜋
  

 ∬ (3𝑐𝑠𝑐𝜓 − 𝑐𝑠𝑐𝜓𝑐𝑠𝑐
𝜓

2
− 𝑡𝑔

𝜓

2
− 2𝑐𝑡𝑔

𝜓

2
) (𝜉𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝜂𝑠𝑖𝑛𝛼)

𝜎
𝑑𝜎  （9.32） 

利用式（9.32），可由等位面上的垂线偏差计算该等位面上的扰动重力。 

当流动点与计算点重合时，积分奇异，奇异积分值为 

 𝛿𝑔|0 = −
𝛾

2𝜋
(√𝜋𝐴0 +

𝐴0

𝑟
) (𝜉𝑦 + 𝜂𝑥) （9.33） 

式（9.28）、式（9.30）、式（9.32）也称为逆 Vening-Meinesz 积分公式。将𝑟近似为

常数，则上述所有扰动场量逆运算积分式（9.25）、式（9.27）、式（9.28）、式（9.30）

和式（9.3 9），均可用 FFT 算法进行快速计算。 

（6）扰动重力梯度积分的正反算 

由地球外部某一等位面上扰动重力梯度𝑇𝑟𝑟，计算外部空间点(𝜃, 𝜆, 𝑟)的扰动重力𝛿𝑔，

可直接采用广义 Hotine 积分公式，因此 

 𝛿𝑔(𝜃, 𝜆, 𝑟) =
1

4𝜋
∬ 𝑇𝑟𝑟𝐻(𝑟, 𝜓, 𝑟

′)𝑑𝑠
𝑠

 （9.34） 

式中：𝐻(𝑟,𝜓, 𝑟′)为广义 Hotine 核函数。 

已知某一等位面上扰动重力𝛿𝑔，则该等位面上任意点的扰动重力梯度可用扰动场元

的径向梯度积分式表达为 

 𝑇𝑟𝑟 =
1

2𝜋
∬

𝛿𝑔−𝛿𝑔′

𝑙3
𝑑𝑠 （9.35） 

式中：𝑙为流动点到计算点之间的直线距离。 

将多种重力场积分算法优化组合，采用 1~2 次残差累积逼近方案，有望改善重力场

边值问题解算与短波重力场逼近的性能和水平。 

7.9.5 重力场积分核函数解析性质 

重力场积分公式中的积分核函数变量，是被积场量所在边界面的积分流动面元到计

算点的直线距离，可用流动点与计算点之间的球面角距𝜓表示。由于重力场积分核函数

存在不收敛问题，导致重力场积分算法普遍存在频谱泄漏问题。当计算点也位于边界面

上时，重力场积分还存在奇异性问题，而奇异积分值的数值计算结果一般随边界面上被

积场量的空间分辨率不同出现明显跳变，导致局部重力场数值积分计算结果容易产生不

确定性。 

考察球近似边界面上 Stokes、Hotine、Vening-Meinesz 和 Poisson 积分核函数的性

质。令计算点也位于积分边界球面上，则流动面元和计算点的地心距𝑟′ = 𝑟 = 𝑅，面元

到计算点的直线距离𝑙 = 2𝑅𝑠𝑖𝑛(𝜓/2)，由广义 Stokes 核函数表达式（9.4），可得边界球

面上的 Stokes 核函数为 

𝑆(𝜓) = 𝑅 ∙ 𝑆(𝑅, 𝜓, 𝑅) = 𝑠𝑖𝑛−1
𝜓

2
+ 1 − 6𝑠𝑖𝑛

𝜓

2
− 5𝑐𝑜𝑠𝜓 − 3𝑐𝑜𝑠𝜓𝑙𝑛

1−𝑐𝑜𝑠𝜓+2𝑠𝑖𝑛(𝜓/2)

2
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 = 1 + 𝑠𝑖𝑛−1
𝜓

2
− 6𝑠𝑖𝑛

𝜓

2
− 5𝑐𝑜𝑠𝜓 − 3𝑐𝑜𝑠𝜓𝑙𝑛 (𝑠𝑖𝑛

𝜓

2
+ 𝑠𝑖𝑛2

𝜓

2
) （9.36） 

由广义 Hotine 核函数表达式（9.5），可得边界球面上 Hotine 核函数为 

 𝐻(𝜓) = 𝑅 ∙ 𝐻(𝑅, 𝜓, 𝑅) = 2 − 𝑙𝑛 (1 + 𝑠𝑖𝑛−1
𝜓

2
) （9.37） 

将 Hotine 核函数𝐻(𝜓)对球面角距𝜓微分，可得球面上 Vening-Meinesz 核函数为 

 𝑉(𝜓) =
𝜕

𝜕𝜓
𝐻(𝜓) =

1

2

𝑐𝑡𝑔
𝜓

2

1+𝑠𝑖𝑛
𝜓

2

 （9.38） 

由式（9.36）~式（9.38）可知，当计算点与流动点重合时，Stokes、Hotine 和

Vening-Meinesz 球面核函数趋于无穷大，即𝑆(𝜓) → ∞、𝐻(𝜓) → ∞和𝑉(𝜓) → ∞，如图 7。

图中横坐标𝑙 = 2𝑅𝑠𝑖𝑛(𝜓/2)，单位为 km，纵坐标无量纲。此时，重力场积分奇异，需要

计算奇异积分值。 

 
图 7 主要重力场积分球面核函数曲线 

 
用于同类扰动场元运算的 Poisson 积分式（9.21），情况更为复杂。首先，当计算点

位于边界球面时，计算点和流动面元地心距相等𝑟 = 𝑟′，Poisson 核函数𝑃(𝜓) = (𝑟2 −

𝑟′2)/𝐿3恒等于零，无定义；其次，当计算点与流动点重合时，Poisson 核函数𝑃(𝜓)奇异。

因此，当计算面与边界面相同时，Possion 积分结果不稳定。为实现有效的解析延拓运

算，只能将 Possion 积分运算限制在较小的作用距离范围内，并采用近似变换方法，消

除 Possion 积分的奇异性，如式（9.22）。 

特别地，Poisson 积分式是推导 Stokes 边值积分解和 Hotine 边值积分解的理论基础，

也是推导 Vening-Meinesz 积分公式的依据。然而，由于 Possion 核函数存在严重的高阶

振荡与不收敛问题，特别是球边界面上计算点的 Possion 核无定义，从而导致空域重力

场积分的数值计算结果存在难以控制的不确定性。为应对此类问题，通常假设（残差）

扰动场量随空间变化具有各向同性的随机统计性质，或者借助边值问题谱域逼近解的近
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似，改化重力场积分核函数。这类改化算法在以往数十年间一度成为重力场数值积分的

重要技术手段，然而，由于普遍引入非重力场解析关系假设，如观测场量空间统计假设

或数据驱动参数估计法等，这些改进方法的普适性缺乏确切的重力场理论依据，

PAGravf4.5 因此不再推荐重力场积分核函数改化算法。 

重力场积分数值计算虽存在某些缺陷，然而重力场积分公式显式直观地表达了重力

场量之间的解析函数关系，因而空域重力场边值理论仍然也一直是认识和理解重力场逼

近理论和物理大地测量学原理的重要理论基础。 

7.10 球面径向基函数重力场逼近算法 

基于单一边界面上单一类型观测扰动场量边值条件的空域重力场边值理论，无法适

应空天地海多种异构重力场探测技术的需求。谱域重力场逼近理论，不涉及边界面和边

值条件问题，可直接由多种类型观测场量按最小二乘法逼近重力场，因而成为现代重力

场逼近理论的主流方法。下面介绍球面径向基函数谱域重力场逼近理论和方法。 

7.10.1 外部扰动位的球面径向基函数表示 

地球外部空间点𝒙的扰动位可表示为规格化面球函数的线性组合 

 𝑇(𝒙) =
𝐺𝑀

𝑟
∑ (

𝑎

𝑟
)
𝑛
∑ 𝐹̅𝑛𝑚𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)
𝑛
𝑚=−𝑛

𝑁
𝑛=1  （10.1） 

式中：𝒙 = 𝒓 ∙ 𝒆 = 𝑟(𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜆, 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜆, 𝑐𝑜𝑠𝜃)；𝜃, 𝜆, 𝑟分别是地球外部点𝒙的地心余纬、

经度和地心距；𝐹̅𝑛𝑚为完全规格化的 Stokes 系数（位系数）；𝑎为地球长半轴，表示规格

化的面球基函数𝑌̅𝑛𝑚定义在半径等于𝑎的球面上，且 

 𝑌̅𝑛𝑚(𝒆) = 𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑐𝑜𝑠𝑚𝜆, 𝐹̅𝑛𝑚 = 𝛿𝐶̅𝑛𝑚, 𝑚 ≥ 0   

 𝑌̅𝑛𝑚(𝒆) = 𝑃̅𝑛|𝑚|(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑠𝑖𝑛|𝑚|𝜆, 𝐹̅𝑛𝑚 = 𝑆𝑛̅|𝑚|, 𝑚 < 0  （10.2） 

𝑃̅𝑛𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)为完全规格化缔合 Legendre 函数；𝑛为位系数的阶，𝑚为位系数的次。 

面球函数也可等价地定义在半径为ℛ的 Bjerhammar 球面上（Bjerhammar 球仅是习

惯说法，与 Bjerhammar 边值问题无关）。因而扰动位𝑇(𝒙)也可用 Bjerhammar 球面上的

面球函数𝐸̅𝑛𝑚表示为 

 𝑇(𝒙) =
𝐺𝑀

𝑟
∑ (

ℛ

𝑟
)
𝑛
∑ 𝐸̅𝑛𝑚𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)
𝑛
𝑚=−𝑛

𝑁
𝑛=1   （10.3） 

这里的ℛ ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿)，𝛿 ≪ 𝑎，显然有𝑎𝑛𝐹̅𝑛𝑚 = ℛ𝑛𝐸̅𝑛𝑚，式（10.3）和式（10.1）

中的面球函数基{𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)}完全相同。 

另一方面，外部扰动位𝑇(𝒙)也可表示为𝐾个球面径向基函数（SRBF）的线性组合 

 𝑇(𝒙) =
𝐺𝑀

𝑟
∑ 𝑑𝑘𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘)
𝐾
𝑘=1 =

𝐺𝑀

𝑟
∑ 𝑑𝑘𝛷𝑘(𝒙, 𝜓𝑘)
𝐾
𝑘=1  （10.4） 

式中：𝒙𝑘 = ℛ ∙ 𝒆𝑘是定义在 Bjerhammar 球面上的 SRBF 节点，也称 SRBF 中心；𝜓𝑘为球

面径向基函数的自变量，是球面 SRBF 节点𝒙𝑘到空间计算点𝒙的球面角距；𝑑𝑘为 SRBF 系

数，𝐾为 SRBF 节点数，也即 SRBF 系数个数，代表空间分辨率（作用类似于位系数个数）；

𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘) = 𝛷𝑘(𝒙, 𝜓𝑘)为扰动位的球面径向基函数，可简写为𝛷𝑘(𝒙) = 𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘)。 
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球面径向基函数𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘)可进一步展开成 Legendre 级数形式 

 𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘) = 𝛷𝑘(𝒙, 𝜓𝑘) = ∑ 𝜙𝑛𝑃𝑛(𝜓𝑘)
𝑁
𝑛=1 = ∑

2𝑛+1

4𝜋
𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛
𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝑁
𝑛=1  （ 10.5 ） 

式中：�𝜙𝑛为 SRBF 的𝑛阶 Legendre 系数，它表征了 SRBF 形状，基本决定了 SRBF 的空域

和谱域性质，也称形状因子；在不强调谱域阶数𝑛时，也称𝐵𝑛为 SRBF 的 Legendre 系数；

𝜇 = ℛ/𝑟因与径向基函数𝛷𝑘(𝑥)的谱域带宽有关，也称为宽度参数。 

式（10.5）中的𝑁为 Legendre 函数最大阶数，虽然是扰动位面球函数展开式（10.3）

中的最大阶数，但实际上与代表空间分辨率的 SRBF 系数个数𝐾并没有明确的函数关系。 

将式（10.5）代入式（10.4）得 

𝑇(𝒙) =
𝐺𝑀

4𝜋𝑟
∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛
∑ 𝑑𝑘𝑃𝑛(𝜓𝑘)
𝐾
𝑘=1

𝑁
𝑛=1   

 =
𝐺𝑀

4𝜋𝑟
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛
𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝑁
𝑛=1  （10.6） 

顾及球谐函数加法定理 

 𝑃𝑛(𝜓𝑘) = 𝑃𝑛(𝒆, 𝒆𝑘) =
4𝜋

2𝑛+1
∑ 𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)𝑌̅𝑛𝑚(𝒆𝑘)
𝑛
𝑚=−𝑛   （10.7） 

则式（10.6）可写成 

 𝑇(𝒙) =
𝐺𝑀

𝑟
∑ 𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛
∑ ∑ 𝑑𝑘𝑌̅𝑛𝑚(𝒆)𝑌̅𝑛𝑚(𝒆𝑘)

𝐾
𝑘=1

𝑛
𝑚=−𝑛

𝑁
𝑛=1   （10.8） 

比较式（10.1）、式（10.3）与式（10.8），可得 

 𝐹̅𝑛𝑚 = (
ℛ

𝑎
)
𝑛
𝐸̅𝑛𝑚 = 𝐵𝑛 (

ℛ

𝑎
)
𝑛
∑ 𝑑𝑘𝑌̅𝑛𝑚(𝒆𝑘)
𝐾
𝑘=1

  （10.9） 

当SRBF自变量𝜓𝑘的作用域（SRBF中心的作用距离）为全球𝜓𝑘 ∈ [0, 𝜋)时，式（10.9）

成立。利用式（10.9），就可由 SRBF 系数{𝑑𝑘}计算位系数{𝐹̅𝑛𝑚}或{𝐸̅𝑛𝑚}，进而按 1.5.1 节

的球谐综合算法计算地球外部各种重力场量。而用于局部重力场逼近时，SRBF 自变量

𝜓𝑘类似于积分边界面上用球面角距表示的局部重力场积分距离。 

SRBF 中心𝒙𝑘在 Bjerhammar 球面上的位置、分布和数量𝐾，是 SRBF 重力场逼近的关

键性指标，决定了表达重力场的空间自由度（空间分辨率）和空域特征。 

7.10.2 适合重力场逼近的球面径向基函数 

用于重力场逼近的 SRBF 应满足 Laplace 方程。常见的点质量核函数、Poisson 核函

数、径向多极子核函数和 Poisson 小波核函数都是具有调和性质的球面径向基核函数。 

（1）球面径向基函数及其归一化表示 

令𝒙为地球外部计算点，𝒙𝑘为 Bjerhammar 球面Ωℛ上的 SRBF 节点。 

①点质量核函数 

点质量核函数是由 Hardy（1971）提出的一种逆多面函数（IMQ），也是引力位积分

公式𝑉 = 𝐺∭
𝑑𝑚

𝐿
的核函数，其解析表达式为 

 𝛷𝐼𝑀𝑄(𝒙, 𝒙𝑘) =
1

𝐿
=

1

|𝒙−𝒙𝑘|
  （10.10） 

式中：𝐿为𝒙𝑘到𝒙的空间距离。点质量函数也即牛顿核函数[式（1.3.38）]。由于∆(1/
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𝐿) = 0，因此点质量核函数𝛷𝐼𝑀𝑄(𝒙, 𝒙k)满足 Laplace 方程。 

②Poisson 核函数 

Poisson 核函数源于扰动重力场量的 Poisson 积分公式，其解析表达式为 

 𝛷𝑃(𝒙, 𝒙𝑘) = −2𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(
1

𝐿
) −

1

𝐿
=

𝑟2−𝑟𝑘
2

𝐿3
 （10.11） 

③径向多极子核函数 

径向多极子核函数的解析表达式为 

 𝛷𝑅𝑀
𝑚 (𝒙, 𝒙𝑘) =

1

𝑚!
(

𝜕

𝜕𝑟𝑘
)
𝑚 1

𝐿
  （10.12） 

式中：𝑚可称为径向多极子核函数的次（order），零次径向多极子核函数(𝑚 = 0)就是点

质量核函数𝛷𝐼𝑀𝑄(𝒙, 𝒙𝑘) = 𝛷𝑅𝑀
0 (𝒙, 𝒙𝑘)。 

④Poisson 小波核函数 

Poisson 小波核函数的解析表达式为 

 𝛷𝑃𝑊
𝑚 (𝒙, 𝒙𝑘) = 2(𝜒𝑚+1 − 𝜒𝑚), 𝜒𝑚 = (𝑟𝑘

𝜕

𝜕𝑟𝑘
)
𝑚 1

𝐿
  （10.13） 

零次 Poisson 小波核函数(𝑚 = 0)就是 Poisson 核函数𝛷𝑃(𝒙, 𝒙𝑘) = 𝛷𝑃𝑊
0 (𝒙, 𝒙𝑘)。 

⑤球面径向基函数计算 

为突出重力场量的谱域性质，通常将球面径向基函数解析表达式（10.10）~式

（10.13）表示成 Legendre 级数形式（10.5）后，按 Legendre 级数计算。 

为简化数学表达，可将球面径向基函数𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘) 的 Legendre 级数进行归一化处理，

计算归一化系数，用归一化后的 Legendre 级数展开式计算球面径向基函数。在处理多

种类型观测场量时，可将各种类型场量的球面径向基函数统一除以扰动位球面径向基函

数的归一化系数。由重力场量之间的线性变换原理可知，归一化后，各种类型场量之间

的解析函数关系不变。 

令𝒙, 𝒙𝑘的球面角距𝜓𝑘 = 0，则𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘 = 1，顾及𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝜓𝑘) = 𝑃𝑛(1) = 1，代入式

（10.5），得扰动位球面径向基函数归一化系数的通用表达式为 

 𝛷0 = ∑
2𝑛+1

4𝜋
𝐵𝑛𝜇

𝑛𝑁
𝑛=1   （10.14） 

归一化后的扰动位球面径向基函数 Legendre 级数为 

 𝛷𝑘(𝒙, 𝒙𝑘) =
1

𝛷0
∑ 𝜙𝑛𝑃𝑛(𝜓𝑘)
𝑁
𝑛=1 =

1

𝛷0
∑

2𝑛+1

4𝜋
𝐵𝑛𝜇

𝑛𝑃𝑛(𝜓𝑘)
𝑁
𝑛=1  （10.15） 

PAGravf4.5 采用式（10.15）计算归一化后的球面径向基函数，如图 8。上述四种形

式的扰动位球面径向基函数及其对应的 Legendre 系数如表 1。 

表 1 扰动位球面径向基函数及其 Legendre 系数 

径向基函数 解析表达式𝛷𝑘(𝑥, 𝑥𝑘) 第𝑛阶形状因子𝜙𝑛 Legendre 系数𝐵𝑛 

点质量核函数 
1

𝐿
=

1

|𝒙−𝒙𝑘|
  𝜇𝑛 

1

2𝑛+1
  

Poisson 核函数 𝑟2−𝑟𝑘
2

𝐿3
  (2𝑛 + 1)𝜇𝑛  1 
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径向多极子 

核函数 
1

𝑚!
(

𝜕

𝜕𝑟𝑘
)
𝑚 1

𝐿
  𝐶𝑛

𝑚𝜇𝑛−𝑚 (𝑛 ≥ 𝑚) 
𝐶𝑛
𝑚

2𝑛+1
𝜇−𝑚  

Poisson 小波 

核函数 

2(𝜒𝑚+1 − 𝜒𝑚)  

𝜒𝑚 = (𝑟𝑘
𝜕

𝜕𝑟𝑘
)
𝑚 1

𝐿
  

(−𝑛𝑙𝑛𝜇)𝑚(2𝑛 + 1)𝜇𝑛  (−𝑛𝑙𝑛𝜇)𝑚  

 

 
图 8 归一化后四种球面径向基函数曲线计算 

 
（2）各种扰动场量球面径向基函数级数表示 

依据扰动重力场量定义，可由式（10.6）扰动位的球面径向基函数展开式（最右边

表达式）导出其他各种类型扰动场量的球面径向基函数参数化形式。 

 𝑇(𝒙) = 𝛾𝜁(𝒙) =
𝐺𝑀

4𝜋𝑟
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛
𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛   （10.16） 

 𝛿𝑔(𝒙) = −
𝜕𝑇

𝜕𝑟
=

𝐺𝑀

4𝜋𝑟2
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)(𝑛 + 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛−1

𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛
 （10.17） 

 ∆𝑔(𝒙) =
𝐺𝑀

4𝜋𝑟2
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)(𝑛 − 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛−1

𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛
  （10.18） 

 𝜉(𝒙) =
𝐺𝑀

4𝜋𝑟2𝛾
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑘 ∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛   （10.19） 

 𝜂(𝒙) =
𝐺𝑀

4𝜋𝑟2𝛾
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑘 ∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛   （10.20） 

 𝑇𝑟𝑟(𝒙) =
𝐺𝑀

4𝜋𝑟3
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝐵𝑛 (

ℛ

𝑟
)
𝑛−1

𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛
  （ 10.21 ） 

式中：𝛼𝑘是𝜓𝑘的大地方位角。 

对于局部重力场逼近目的，通常借助参考重力场模型，移去中低阶扰动重力场的模

型值，由区域观测残差场量逼近残差场元。此时式（10.16）~式（10.21）中阶数𝑛的最

小最大值范围（重力场的谱域带宽）和自变量𝜓𝑘定义域，与选择的参考重力场、目标区
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域重力场结构及其空间分辨率（SRBF 节点数𝐾或球面格网等级𝑄）都密切相关，需采用

实际数据测试分析后确定。 

（3）Reuter 格网构造与 SRBF 节点设计 

可以采用全球和区域一致的球面等面积 Reuter 格网，根据给定的格网等级𝑄，构造

球面径向基函数 SRBF 节点（中心），再通过自适应算法，对比观测扰动场量的空间分布

情况，使得观测点空间分布与 SRBF 节点空间分布处处一致。Reuter 格网等级𝑄用于表示

球面等面积格网的空间分辨率，其作用相当于全球重力位系数模型的最大阶数𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛。 

①单位球面 Reuter 格网及有关参数算法 

给定 Reuter 格网等级𝑄（偶数），则球坐标系中单位球面 Reuter 格网的地心纬度间

隔𝑑𝜑和单元格网𝑖中心的地心纬度𝜑𝑖算法公式为 

 𝑑𝜑 =
𝜋

𝑄
, 𝜑𝑖 = −

𝜋

2
+ (𝑖 −

1

2
)𝑑𝜑, 1 ≤ 𝑖 < 𝑄  （10.22） 

纬度𝜑𝑖处的平行圈方向单元格网数𝐽𝑖、经度间隔𝑑𝜆𝑖与边长𝑑𝑙𝑖算法为 

 𝐽𝑖 = ⟦
2𝜋𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖

𝑑𝜑
⟧ = ⟦2𝑄𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖⟧, 𝑑𝜆𝑖 =

2𝜋

𝐽𝑖
, 𝑑𝑙𝑖 = 𝑑𝜆𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖  （10.23） 

式中：⟦∙⟧为取整运算。不难发现，𝑑𝑙𝑖 ≈ 𝑑𝜑。记 

 𝜀𝑖 =
𝑑𝑠𝑖−𝑑𝑠

𝑑𝑠
=

𝑑𝑙𝑖−𝑑𝜑

𝑑𝜑
=

𝑑𝜆𝑖

𝑑𝜑
𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖 − 1 （10.24） 

式中：𝑑𝑠为赤道附近单元格网面积；𝑑𝑠𝑖为平行圈𝜑𝑖处单元格网面积；𝜀𝑖表示平行圈单元

格网面积相对赤道附近单元格网面积的相对偏差。𝜀𝑖一般很小，约万分之几，具体数值

与 Reuter 格网等级𝑄有关。赤道附近单元格网面积𝑑𝑠 = 𝑑𝜑 ∙ 𝑑𝜑，单元格网面积相对偏

差𝜀𝑄/2 = 0。 

对于局部区域，给定目标区域经纬度范围，可直接按式（10.22）确定𝑖的最小最大

值，再按式（10.23）计算每个平行圈处的最大𝐽𝑖，从而确定格网等级为𝑄的区域 Reuter

格网，无需计算全球 Reuter 格网。 

②自适应观测点分布的 SRBF 中心点设计 

PAGravf4.5 采用一种简易的 Reuter 格网套合算法，以设计自适应观测点空间分布的

SRBF 中心点，其计算方案为：先由给定 Reuter 格网等级𝑄，构造区域等面积 Reuter 格

网，然后统计每个 SRBF 中心点（节点）所在单元 Reuter 格网内的有效观测点数𝑗，当𝑗

小于设计最少观测点数时（将最少观测点数作为输入参数），剔除该 SRBF 中心点，遍历

所有单元 Reuter 格网后，就可得到适应观测点空间分布的 SRBF 网络（SRBF 中心点集）。 

显然，当观测点为规则格网时，SRBF 节点也呈现规则分布；当观测点分布不规则时，

SRBF 节点分布也不规则，测点分布密度大的地方，SRBF 节点分布密度也大。可见，

SRBF 中心点空间分布与观测点空间分布处处一致。 

令全球重力位系数模型最大阶数为𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛，让 Reuter 格网等级𝑄 = 𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛。对于全

球性球面均匀 Reuter 格网，SRBF 中心点数量𝐾与 Reuter 格网等级𝑄之间存在关系 
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 𝐾 = ∑ 𝐽𝑖
𝑄
𝑖=1 = ∑ ⟦2𝑄𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖⟧

𝑄
𝑖=1 > 𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛(𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛 + 2) （10.25） 

式中：⟦∙⟧为取整运算。式（10.25）表明，对于全球重力场逼近目的，全球性球面 SRBF

系数个数𝐾（即 SRBF 中心点数量）略大于位系数个数𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛(𝑁𝑚𝑎𝑥𝑛 + 2)。 

7.10.3 谱域 SRBF 法局部重力场逼近计算 

地球重力场逼近问题，本质上是由一种类型观测重力场量，求解地球外部空间其他

各种类型重力场元的线性空间变换问题。可见，移去常数因子𝐺𝑀/(4𝜋)和相同变量因子

1/𝑟后，不改变扰动场量之间的解析关系，式（10.16）~式（10.21）因而可改写为 

 𝜁(𝒙) =
1

𝛾
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛𝜇

𝑛𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛    （10.26） 

 𝛿𝑔(𝒙) =
1

𝑟
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)(𝑛 + 1)𝐵𝑛𝜇

𝑛−1𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛  （10.27） 

 ∆𝑔(𝒙) =
1

𝑟
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)(𝑛 − 1)𝐵𝑛𝜇

𝑛−1𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛   （10.28） 

 𝜉(𝒙) =
1

𝑟𝛾
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑘 ∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛𝜇

𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛    （10.29） 

 𝜂(𝒙) =
1

𝑟𝛾
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑘 ∑ (2𝑛 + 1)𝐵𝑛𝜇

𝑛 𝜕𝑃𝑛(𝜓𝑘)

𝜕𝜓𝑘
𝑛    （10.30） 

 𝑇𝑟𝑟(𝒙) =
1

𝑟2
∑ 𝑑𝑘
𝐾
𝑘=1 ∑ (2𝑛 + 1)(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝐵𝑛𝜇

𝑛−1𝑃𝑛(𝜓𝑘)𝑛    （10.31） 

将表 1 中对应的 SRBF 勒让德系数𝐵𝑛代入上述各式，就是以（残差）扰动场量𝐹(𝑥𝑖)

为观测量、SRBF 系数𝑑𝑘为未知数的 SRBF 重力场逼近基本观测方程 

 𝑳 = {𝐹(𝒙𝑖)}
𝑇 = 𝑨{𝑑𝑘}

𝑇 + 𝜺 (𝑖 = 1,⋯ ,𝑀; 𝑘 = 1,⋯ ,𝐾)   （10.32） 

式中：𝑨为𝑀 ×𝐾设计矩阵，𝜺为𝑀 × 1观测量误差向量；𝑀为观测数，𝐾为 SRBF 中心点

数即未知数𝑑𝑘个数；𝒙𝑖为观测点空间位置。 

为保持局部重力场逼近性能的空间一致性，在构建观测方程（10.32）过程中，技术

上要求所有 SRBF 中心的作用距离𝑑𝑟（也称影响半径，即𝜓𝑘 ≤ 𝑑𝑟）相等。这里的作用距

离𝑑𝑟相应于 SRBF 自变量的定义域，因此任一观测场量仅用半径𝑑𝑟范围内 SRBF 节点球面

径向基函数的线性组合表示。SRBF中心作用距离𝑑𝑟等效于空域局部重力场在边界面上的

积分距离。 

7.10.4 多种异构观测系统协同的参数估计 

一般情况，不同类型、不同空间分布的观测重力场量，对不同 SRBF 系数的敏感性

存在明显差异，表现为各自观测方程中 SRBF 系数参数向量的设计矩阵（敏感矩阵）基

本不具备可比性。若直接由每种场量观测方程按最小二乘法组成各自法方程，再按方差

分量估计法配权后对各种法方程进行加权组合，一般难以求得 SRBF 系数的稳定解。 

然而，我们总能将所有类型扰动场量的观测方程按其对 SRBF 系数灵敏性差异分成

若干组，各组观测扰动场量之间统计独立，组内观测方程的设计矩阵差异较小，每组观

测方程构成一个观测系统。之后，先由每组观测量方程按最小二乘原理组成各自法方程，

并对法方程进行规范化处理，再按不同组的观测质量对各观测系统配权，将规范后的法
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方程进行加权求和，生成组合后的法方程，解算未知 SRBF 系数估值。协同组合后的法

方程可表示为 

 ∑ (
𝑤𝑘

𝑄𝐾
𝑨𝑘
T𝑷𝑘𝑨𝑘)𝑘 {𝑑𝑘}

T = ∑ (
𝑤𝑘

𝑄𝐾
𝑨𝑘
T𝑷𝑘𝑳𝑘)𝑘  （10.34） 

式中：𝑘 = 1,⋯ ,𝐾，𝐾为观测系统的分组数；{𝑑𝑘}为待估 SRBF 系数参数向量；𝑨𝑘 , 𝑳𝑘, 𝑷𝑘

分别为第𝑘组观测方程的参数设计矩阵、观测向量与观测量权阵；𝑨𝑘
T𝑷𝑘𝑨𝑘 , 𝑨𝑘

T𝑷𝑘𝑳𝑘分别

为第𝑘组观测系统法方程的系数矩阵和常数矩阵。 

特别地，第𝑘组观测量的观测权𝑷𝑘仅用于区别第𝑘组系统内观测量之间的精度差异，

与其他组观测量误差或观测质量完全无关；𝑄𝑘为第𝑘组系统法方程规范化参数，取第𝑘组

观测系统法方程系数阵𝑨𝑘
T𝑷𝑘𝑨𝑘对角线元素的均方根；𝑤𝑘为第𝑘组观测系统的系统权值，

仅用于区别不同观测系统的质量。 

组内观测量的观测权𝑃𝑘𝑖，各组观测系统之间的系统权𝑤𝑘，以及各组系统观测量敏

感待估位系数的阶数范围，可用于研究和控制卫星重力场反演的性能和质量。每组法方

程规范化参数𝑄𝑘主要取决于其对应观测系统的设计矩阵𝑨𝑘结构，至多随其内部观测权

𝑃𝑘𝑖的差异发生微小变化，因而规范化参数𝑄𝑘自身的可调节性小，例如，若组内观测量

等权，则第𝑘组规范化参数𝑄𝑘仅由第𝑘组观测系统的设计矩阵𝑨𝑘唯一确定。 

不难发现，第𝑘组系统观测量的权{𝑃𝑘𝑖}，在法方程规范化后，只对第𝑘组观测系统内

部的观测量起作用，而与其他组系统的观测量误差完全无关。各组系统观测量空间分布

的差异性，也会在法方程规范化后，而变得不太突出。例如，若某一组观测系统的观测

量空间分布密度远大于待估 SRBF 系数应有的空间分辨率，而另一组观测系统只有数十

个观测量，则经法方程规范化后，只有数十个观测量的观测系统，一般也不会因为组合

了观测量分布稠密的其他组观测系统，而失去该组观测量对 SRBF 系数的敏感性。 

不同组观测系统的系统权𝑤𝑘主要用于体现不同观测系统质量的差异，而与各组之间

的观测量类型无关，因而可按高度简化的方差分量估计法概略计算，即先由每组系统的

观测误差，估计其对未知数的影响，再对比分析各种观测系统观测误差对未知数的影响

差异，配置系统权值。其一般方法为：先取𝑤𝑘 ≡ 1，规范化并组合法方程，获得 SRBF

系数初步估值，将 SRBF 系数初步估值作为已知量，分别代入各组系统的观测方程，评

估每组系统的观测质量，更新各组观测系统的系统权{𝑤𝑘}。{𝑤𝑘}能快速收敛，一般情况

下，一次估计就能稳定不变，至多迭代估计一次，{𝑤𝑘}就不再有进一步优化的潜力。 

设将 SRBF 系数初步估值代入第𝑘组系统观测方程后，经统计获得该组观测量的方差

为𝜎𝑘
2，则由该组观测系统数学模型，按误差传播定律并近似化后，得 

 𝜎̃𝑘,𝑠
2 =

1

(𝑨𝑘
𝑇𝑨𝑘)𝑠

𝜎𝑘
2, 𝑤𝑘 = (∑ 𝜎̃𝑘,𝑠

2
𝑠 )

−1
 （10.35） 

式中：𝑠为待估 SRBF 系数的序号；𝜎̃𝑘,𝑠
2 为第𝑘组系统相对第𝑠个 SRBF 系数的粗估方差。 

由式（10.35）估算的系统权𝑤𝑘，仅是一个时空域全局性统计指标，难以体现不同

观测系统对不同 SRBF 系数的敏感性差异，通常需要对比各种观测系统的方差𝜎̃𝑘,𝑠
2 函数
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（以 SRBF 系数序号𝑠为自变量）曲线，再根据实际情况分析优化系统权𝑤𝑘。这也意味着，

没有必要刻意强调由式（10.35）估算系统权𝑤𝑘的准确性问题。 

7.10.5 远区外边界零约束的引入方法 

对于局部重力场逼近目的，可采用外区边界约束，抑制远区和边缘效应，提高 SRBF

系数估计性能。当 SRBF 节点𝑣位于区域边缘时，令其对应的 SRBF 系数等于零即𝑑𝑣 = 0

为观测方程，以抑制边缘效应，提升 SRBF 系数{𝑑𝑘}估计的稳定性和可靠性。附加外区边

界零约束的法方程为 

 [𝑨𝑇𝑷𝑨+ 𝜖𝜩]{𝑑𝑘}
𝑇 = 𝑨𝑇𝑷𝑳  （10.33） 

式中：𝜩为对角线矩阵，当且仅当其下标对应的 SRBF 中心位于区域边缘时等于 1，其余

为零；𝜖为法方程矩阵𝑨𝑇𝑷𝑨对角线元素均方根的倒数。 

复杂多种异构观测场量协同的 SRBF 局部重力场逼近，一般需按多种观测系统协同

法构建法方程，在此基础上再引入外区边界零约束，最终的法方程求解一般不再需要正

则化，从而有效避免各种场量及其相互之间的解析函数关系受观测误差影响。而法方程

解算，可选择 LU 三角分解法（平方根法）、Cholesky 分解法或未知数最小范数法。 

7.10.6 残差场量多次累积 SRBF 逼近方案 

从信号处理的角度上看，目标场元是观测场量与滤波器 SRBF 的卷积。当目标场元

与观测场量类型不同时，单一 SRBF 函数基难以同时与观测场量和目标场元的谱域中心

及带宽有效匹配，可能导致目标场元的谱泄漏。而且，除 Bjerhammar 球埋藏深度（宽

度参数𝜇）外，SRBF 类型、最小最大阶数、Reuter 格网等级、SRBF 中心分布及作用距离

也都影响重力场逼近性能。因此，仅以宽度参数𝜇为参数的 SRBF 系数最优估计，不足以

保证重力场的最佳逼近。 

为解决这一关键问题，这里基于重力场逼近的线性可加性，给出多次累积 SRBF 逼

近法重力场建模方案，代替以宽度参数𝜇为参数的 SRBF 系数优化估计方案，且每次逼近

不再要求确定 Bjerhammar 球半径ℛ或𝜇。当每次 SRBF 逼近采用不同谱域特征的 SRBF，

多次累积 SRBF 逼近通过组合多个 SRBF 谱域中心及带宽，可充分解析目标场元的谱域信

号，避免谱泄漏，从而实现对目标扰动场元的最佳逼近。 

单次 SRBF 逼近有效性的定量准则：（1）保证残差目标场元空间分布连续可微，让

残差观测场量的标准差尽量小；（2）残差观测场量的统计平均值随累积次数增加趋于零，

且不明显反号。多次累积 SRBF 逼近法的每次残差逼近，本质是以上次 SRBF 逼近结果为

参考重力场，按移去恢复法精化残差目标场元。 

7.11 高程系统及高程基准理论与概念 

高程的本质是地球重力位（差）。大地测量学中的高程是地球重力场空间中的重力

位数在地固坐标参考系中的几何近似表达，以方便人们利用重力场环境和性质来解决有
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关地球科学和工程实际问题。若将大地水准面重力位𝑊𝐺选为起算基准常数，则地面点

重力位数就代表了该点相对于大地水准面的重力势能，这是一种具有物理意义的“物理

高程”，是自然客观的重力场量，对应的高程系统是物理意义上的，称重力位数系统。 

7.11.1 高程系统的严密大地测量学定义 

定义几何高程时应满足的一些基本条件：①点的高程应该是单值的（唯一性）；②

为了不偏离观测高程太大，归算改正数应当很小，局部地区低等级水准测量时可以忽略；

③同一水准面上各点的高程应尽可能地接近相等。 

地面点的高程是按大地测量学的唯一性和可测性要求（这是一般大地测量要素的约

束性要求）对其重力位（数）的几何定量表达，两地面点的高差是两点重力位差在地固

坐标参考系中的具体几何实现。大地测量高程通常有正高和正常高两种形式，正（常）

高是地固坐标参考系中的几何量，也称“几何高程”。 

设地面点 A 的重力位为𝑊𝐴，Q 点与 A 点经纬度相同，Q 点正常重力位𝑈𝑄等于 A 点

重力位�𝑊𝐴，则由重力场原理可知，QA 是 A 点高程异常𝜁𝐴，如图 9 所示。显然，凡在图

9 中能标注的大地测量要素，都默认了应属于同一个地固参考系，且几何度量尺度统一，

图中箭头表示度量方向。可见，地固参考系理论是现代高程系统及高程基准不可或缺的

重要支撑，大地测量高程是在地固坐标参考系中按重力场理论定义的。 

 
图 9 地固参考系中大地高、正（常）高与大地水准面高的几何度量关系 

 
（1）正高系统的物理大地测量学定义 

正高定义为地面点 A 的重力位数𝑐𝐴与 A 到大地水准面 G 之间平均重力𝑔̅𝐴的比值 

 ℎ𝐴
∗ =

𝑊𝐺−𝑊𝐴

𝑔̅𝐴
=

𝑐𝐴

𝑔̅𝐴
 （11.1） 

而平均重力𝑔̅𝐴的物理学定义为 
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 𝑔̅𝐴 =
1

ℎ𝐴
∗ ∫ 𝑔(ℎ)𝑑ℎ

ℎ∗

0
 （11.2） 

式中：𝑑ℎ为地面到大地水准面之间的积分线元。假设地面点到大地水准面间的地壳密度

𝜌为常数，可采用珀雷归算（Prey reduction）公式计算平均重力 

 𝑔̅𝐴 = 𝑔𝐴 − (
1

2

𝜕𝛾

𝜕ℎ
+ 2𝜋𝐺𝜌)ℎ𝐴

∗  （11.3） 

式中：𝑔𝐴为地面点 A 的实测重力；𝐺为万有引力常数；𝜕𝛾/𝜕ℎ为正常重力梯度。 

按式（11.3）计算平均重力𝑔̅𝐴后得到的正高为 Helmert 正高。 

平均重力𝑔̅为常数，因而地面点的正高ℎ∗与积分路径无关，能唯一确定，不具有多

值性，是满足唯一性和可测性要求的大地测量要素，可用来表示地面点的几何高程。 

（2）正常高系统物理大地测量学定义 

正常高定义为 Q 的正常重力位数(= 𝑈0 −𝑈𝑄)与 Q 到正常椭球面 E 之间平均正常重

力𝛾̅𝑄的比值 

 ℎ𝐴 =
𝑈0−𝑈𝑄

𝛾̅𝑄
 （11.4） 

由 Molodensky 条件，Q 点正常重力位数等于 A 点重力位数，即𝑈0 − 𝑈𝐴 = 𝑐𝐴 =

𝑊𝐺 −𝑊𝐴，将其代入式（11.4），就是 Molodensky 正常高 

 ℎ𝐴 =
𝑈0−𝑈𝑄

𝛾̅𝑄
=

𝑊G−𝑊𝐴

𝛾̅𝑄
=

𝐶𝐴

𝛾̅𝑄
 （11.5） 

式中：𝛾̅𝑄也称 Molodensky 平均正常重力。由于𝑊𝐺 = 𝑈0，因此有 

 𝑈𝑄 = 𝑊𝐴 （11.6） 

可见，地面点 A 的重力位等于 Q 点正常重力位，如图 9。中国目前的正常高系统即

为式（11.5）定义的 Molodensky 正常高系统。 

值得强调的是，这里的 Molodensky 条件，完全不涉及 Molodensky 边值问题，而是

布隆斯公式在 A 点的几何实现。类似地，Molodensky 平均正常重力𝛾̅𝑄为常数，因而地

面点的正常高ℎ与积分路径无关，能唯一确定，不具有多值性，也是满足唯一性和可测

性要求的大地测量要素，也可用来表示地面点的几何高程。 

正高定义式（11.1）和正常高定义式（11.5）明确规定，大地测量几何高程的起算

基准值都是约定且唯一不变的大地水准面重力位常数𝑊G，这是几何高程定义的大地测

量学约束性要求，而由重力场逼近理论可知，大地水准面（高）只是由约定的大地水准

面重力位𝑊G和重力场观测数据，在地固坐标参考系中的几何实现。 

7.11.2 正高与正常高之间解析函数关系 

高程是重力位（数）在地固坐标参考系中的几何表达，两点之间的高差是其重力位

差在地球空间的几何表达。正（常）高在地固坐标参考系中客观唯一且精密可测，都是

满足唯一性和可测性要求的大地测量要素。 

地面点的大地高（椭球）𝐻等于地面点正高ℎ∗与大地水准面（椭球）高𝑁之和，也

等于地面点正常高ℎ与该点高程异常𝜁之和 
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 𝐻 = ℎ∗ +𝑁 = ℎ + 𝜁 （11.7） 

式（11.7）是GNSS 代替水准测量，由𝑁（或𝜁）测定地面点正高ℎ∗（或正常高ℎ）的

大地测量学依据。由式（11.7）得，地面点的正高与正常高之差为 

 ℎ∗ − ℎ = 𝜁 −𝑁 = ∆𝜁 （11.8） 

可见，任意地面点的正高ℎ∗与正常高ℎ之差，等于该点高程异常𝜁与大地水准面高𝑁

之差∆𝜁。 

Stokes 边值问题积分解是大地水准面及其外部整个地球空间的扰动位（Hofmann，

2006），可同时确定大地水准面高𝑁及外部高程异常𝜁（广义 Stokes 公式）。特别地，

Stoke 边值问题积分解约束了𝜁与𝑁之间的解析函数关系（章传银，2017） 

 𝜁 = 𝑁 + ∆𝜁 = 𝑁 + ∫
𝜕𝜁

𝜕ℎ
𝑑ℎ

ℎ∗

0
= 𝑁 − ∫

𝛿𝑔

𝛾
𝑑ℎ

ℎ∗

0
 （11.9） 

式中：𝛿𝑔、𝛾分别为线元𝑑ℎ处的扰动重力和正常重力。 

7.11.3 大地水准面为零高程面的适用性 

正（常）高在地固参考系中用重力场理论定义，是具有唯一性和可测性的大地测量

要素，然而其代表的物理意义（重力位数）只能是近似的，这是正（常）高大地测量学

定义的固有性质。 

（1）高程起算面唯一性的大地测量学依据 

若地面点 A 的正常高等于零ℎ𝐴 = 0，由正常高定义式（11.5）得 

 ℎ𝐴 =
𝑈0−𝑈𝑄

𝛾̅𝑄
=

𝑊G−𝑊𝐴

𝛾̅𝑄
=

𝑐𝐴

𝛾̅𝑄
= 0 ⟹ 𝑐𝐴 = 0, 𝑊𝐴 = 𝑊G （11.10） 

式（11.10）表明，A 点的重力位数等于零𝑐𝐴 = 0，且 A 的重力位𝑊𝐴等于大地水准面

重力位常数𝑊G，因此正常高等于零的点在大地水准面上。 

将式（11.10）中的𝑐𝐴 = 0或𝑊𝐴 = 𝑊G代入正高定义式（11.1）得 

 ℎ𝐴
∗ =

𝑊𝐺−𝑊𝐴

𝑔̅𝐴
=

𝑐𝐴

𝑔̅𝐴
=

0

𝑔̅𝐴
= 0 （11.11） 

式（11.11）表明，A 点的正高也等于零ℎ𝐴
∗ = 0。 

联合式（11.10）和式（11.11）表明，正常高为零的地面点，正高和重力位数都等

于零，其重力位等于大地水准面重力位常数，该地面点一定在大地水准面上。可见，零

正高面、零正常高面、零重力位数面与大地水准面重合，其重力位恒等于大地水准面重

力位常数𝑊𝐺。 

综上所述，无论是正高系统、正常高系统，还是重力位数系统，高程起算面都是

（全球或区域）大地水准面（章传银，2017）。 

（2）大地水准面重力位性质及基准性分析 

正（常）高定义[式（11.1）和式（11.5）]是解释高程基准和几何高程性质的唯一大

地测量学理论依据。水准测量高差改正数公式依据正（常）高定义式推导，高程起算基

准的性质同样也只能依据正（常）高定义式给出直观解释，否则容易导致认识上错误。 
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大地测量高程系统的定义式可统一表示为 

 𝒽 =
𝑊𝐺−𝑊

ℊ
=

𝑐

ℊ
 （11.12） 

当ℊ为地面点到大地水准面之间的平均重力时，式（11.12）为正高系统定义；当ℊ

为 Molodensky 平均正常重力时，式（11.12）为 Molodensky 正常高系统定义；当ℊ = 1

式，式（11.12）即为重力位数系统。 

起算基准唯一且不随时间变化，是整个大地测量学科的限制性要求。考察高程系统

定义式（11.12），ℊ ≠ 0，地面点的重力位𝑊是确定（或表达）其正（常）高的唯一自变

量，而大地水准面重力位𝑊𝐺是事先约定的不变常数值。因此，高程系统定义式（11.12）

限制了只有约定的大地水准面重力位𝑊𝐺才是正（常）高系统唯一不变的起算基准常数。 

（3）大地水准面几何形变的定义 

任意地面点的高程客观存在，由其重力位数唯一定义。对于时刻形变着的地球，重

力位𝑊客观上随地球内部质量重新分布而变化，从而导致任意点的重力位数或几何高程

随时间变化。地球形变直接引起两个历元时刻重力位的空间分布不同，导致地固坐标参

考系中重力位等于𝑊𝐺的大地水准面高在两个历元时刻存在差异，这种差异就是大地水

准面（的几何）形变。 

（4）传统高程基准的起算性质 

大地水准面通常被选为高程起算面，根据高斯（Gauss-Listing）定义，它是与全球

平均海面最为吻合的重力等位面。传统地面大地测量时代，高程基准实现与地面点正

（常）高测定主要基于水准测量原理。零高程可选为基本验潮站处的平均海面，并约定

过高程零点的重力等位面为（区域）大地水准面。人们通过水准测量传递高差，以测定

水准网点的正（常）高，从而获得（区域）大地水准面相对于水准网点的位置，实现高

程基准。那时无需知晓高程零点（或大地水准面）的重力位，选定的高程零点显然没有

精度和历元概念。这表明，高程零点（基本验潮站处的高程起算面）在选择时可有一定

灵活性，具有约定性质，然而一旦选定，要用水准原点网来维持零高程（水准原点高程）

的长期（如 20 年）不变性，以维护高程基准的唯一性。 

7.11.4 似大地水准面作为基准面的问题 

传统物理大地测量学，将椭球高等于地面高程异常的地球封闭曲面称为似大地水准

面，并将似大地水准面看作正常高的起算基准面，然而这种认识与正常高定义式（11.5）

矛盾。一方面，零正常高面的重力位数等于零，零正常高面就是大地水准面，而不是所

谓的似大地水准面。另一方面，经纬度相同、高度不等的两个点，高程异常不相等，若

认为正常高由似大地水准面起算，则在垂直方向就必须有两个不重合的起算点，正常高

系统的唯一性不成立。 

通常情况下，实际测点不会正好落在地面高程异常模型构建（或确定）时所选择的

特定地面数字高程模型面上，在厘米级精度水平的高程基准应用中，需要对地面高程异
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常模型，增加一项随高度变化的高程异常梯度（或扰动重力）改正𝛿𝜁（章传银，2017） 

 𝜁 = 𝜁0 + 𝛿𝜁 = 𝜁0 + ∫
𝜕𝜁

𝜕ℎ
𝑑ℎ

ℎ

ℎ0
= 𝜁0 − ∫

𝛿𝑔

𝛾
𝑑ℎ

ℎ

ℎ0
= 𝜁0 − [

𝛿𝑔

𝛾
] (ℎ − ℎ0) （11.13） 

式中：𝜁为实际测点高度处的高程异常，ℎ为测点的高度；𝜁0为由地面高程异常模型内插

至测点处的高程异常；ℎ0为由数字地面高程模型内插至测点处的地面高度；𝛿𝑔, 𝛾分别为

实际测点到地面数字高程模型面间流动点的扰动重力和正常重力，[∙]为平均值运算。 

例如，若用 1′×1′地面高程异常模型表达似大地水准面成果，则在中国大陆西部地

区，式（11.13）中的改正𝛿𝜁有时可达分米量级。可见，虽然正常高系统定义科学严密，

但在分米级精度要求下，将似大地水准面作为起算基准面，既不满足大地测量学基准性

要求，也与正常高定义式（11.5）矛盾。PAGravf4.5 因此全面淡化似大地水准面以及与

之关联的概念和知识。 

7.11.5 高程系统的几何性质与概念更新 

无论是正高还是正常高系统，都是在地固参考系中用重力场理论定义的。考察解析

正高系统，设近地空间有两个解析正高分别为ℎ1
′和ℎ2

′ 的等正高面，即∆ℎ12
′ = ℎ2

′ − ℎ1
′ =

𝐶 ≠ 0，为常数，由式（11.7）可得这两个等正高面的椭球高差∆𝐻12为 

 ∆𝐻12 = 𝐻2 −𝐻1 = (ℎ2
′ +𝑁) − (ℎ1

′ +𝑁) = ℎ2
′ − ℎ1

′ = ∆ℎ12
′ = 𝐶 （11.14） 

式（11.14）表明，两个等正高面的椭球高差等于其正高高差，∆𝐻12 = ∆ℎ21
′ ，由此

可得等正高面在地固参考系中相互平行，与大地水准面高𝑁无关。 

可见，局域范围内所有等正高面与大地水准面平行，等正高面与大地水准面具有相

同的几何形状。由此推论，正高为地面点到大地水准面沿垂直于大地水准面的直线距离

高度。还可直接推论，平均重力定义式（11.2）中的积分路线是直线。 

受垂线偏差和弯曲正常重力线影响，铅垂线是不规则曲线，地面到大地水准面间的

铅垂线长度大于直线距离。习惯上将正高看成是地面点沿铅垂线到大地水准面的不规则

曲线长度，这种认识没有大地测量学依据，是错误的。 

地球外部不存在平行的全球封闭曲面，大地水准面与等正高面只在无穷小的局域空

间平行，正高因此具有典型的局域性质。 

正常高是具备唯一性与可测性的大地测量要素，然而由于高程异常随高度不同而不

相等，等正常高面在地固参考系中并不严格平行。高程异常信号随高度增加衰减，因此，

等正常高面的几何形状，相对于大地水准面的几何形状，随高度增加会越来越平滑。 

不难发现，等正高面与大地水准面平行，正高系统具有更直观的几何度量性质；等

正常高面随高度增加越来越平滑，这表明正常高系统更接近重力场性质。可见，正高系

统和正常高系统，分别有各自的优势、不足和科学应用，都有存在的必要性和科学性。 
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样例目录名与可执行程序名对照列表 

序号 程序中文名称 可执行程序名/样例目录名 

1 PAGravf4.5 系统参数设置 Systemparameterset 

2 正常重力场、地球椭球常数及 Wɢ分析计算 PrNormalgravfdcalc 

3 重力场位系数模型及其频谱特征分析计算 PrModelgravfdcalc 

4 测点扰动场元计算与大地水准面误差分析 ProbsAnomousgrav 

5 非等位面上扰动场元边值问题校正计算 PrBoundaryvalueAdj 

6 离散扰动场元多阶径向梯度法解析延拓 PrGradicontinuation 

7 离散重力场元粗差探测与基函数格网化 PrGerrweighgridate 

8 大地水准面外部各种场元局部地形影响计算 TerLocalterraininfl 

9 外部重力陆地/海洋/湖库完全布格影响积分 TerCompleteBougure 

10 各种外部场元地形 Helmert 凝聚影响计算 TerHelmertcondensat 

11 近地空间场元陆海剩余地形影响积分计算 Renterrianeffect 

12 陆海统一的经典重力布格/均衡影响积分计算 TerSurfacegravinfl 

13 超高阶陆海地形球谐分析与球谐系数模型构建 TerGloharmanalysis 

14 任意场元完全布格/剩余地形影响球谐综合计算 TerHarmrntinfluence 

15 重力场元各种地形影响计算练习流程 Terraininflexercise 

16 Stokes/Hotine 积分外部高程异常计算 IntgenStokesHotine 

17 Vening-Meinesz 积分外部垂线偏差计算 IntgenVeningMeinesz 

18 多种扰动重力场元反算与逆运算积分 Integralgrainverse 

19 外部场元梯度与 Poisson 数值积分计算 Intgendistgradient 

20 球面径向基函数性能特征与参数分析 SRBFperformance 

21 谱域 SRBF 重力场逼近及性能指标测评 SRBFestimateVerify 

22 多源异质数据 SRBF 重力场全要素建模 SRBFheterogeneous 
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23 重力场及大地水准面建模练习流程 Gravfmdlexercise 

24 高程异常高度改正及高程系统差别计算 AppHgtsysdifferent 

25 过指定点重力等位面构造与精化计算 AppEquipotentialhgt 

26 过指定点等高面重力位和大地高计算 AppEquihgtpotential 

27 残差 GNSS 水准大地水准面精度评定 AppGeoiderrorestim 

28 GNSS 水准融合与高程基准优化计算 AppGNSSlvlhgtdatum 

29 GNSS 代替水准测定正(常)高计算器 AppGNSSrepleveling 

30 文本记录数据标准化提取 EdPntrecordstandard 

31 数据插值、提取与区域分离 Edatafsimpleprocess 

32 大地测量数据文件简单直接运算 EdFlgeodatacalculate 

33 大地测量数值格网低通滤波运算 EdGrdlowpassfilter 

34 点值简单格网化与区域数据构造 Edareageodeticdata 

35 向量格网文件构造与转换 EdVectorgridtransf 

36 大地测量数据的统计信息提取 Tlstatisticanalysis 

37 格网水平梯度与向量格网内积计算 AppGerrweighgridate 

38 二维多属性数据曲线可视化 multicurvesplot 

39 三维离散点值数据可视化 Viewpntdata 

40 区域格网数字模型可视化 Viewgridata 

41 向量格网数字模型可视化 Viewvectgrd 

 


