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地球外部重力场元地形影响算法 

地球重力场理论指出，地球外部任意类型扰动场元都可以表示为同一高度等位面上

扰动位、扰动重力或其对位置偏导数的线性组合，如垂线偏差可用扰动位的当地水平偏

导数表示，扰动重力梯度可以用扰动重力的垂向导数表示。顾及正常重力场不存在地形

影响问题，因此，若解决了扰动位和扰动重力的地形影响问题，也就自然解决了其他各

种类型重力场元的地形影响问题。 

7.5.1 陆域地形场-陆地完全布格影响 

陆域地形引力场也称为陆域地形完全布格影响，定义为大地水准面以上地形质量对

地球重力场（各种场元）的影响。 

（1）扰动位的地形影响-完全布格影响 

忽略大气质量影响，则地球外部计算点实际扰动位𝑇可表示为地形质量引力位𝑇𝑡

（完全布格影响）与扣除地形后的扰动位𝑇𝑁𝑇之和： 

𝑇 = 𝑇𝑁𝑇 + 𝑇𝑡 = 𝑇𝑁𝑇 + 𝑇𝐵 + 𝑇𝑅                                                                 （5.1） 

式中：𝑇𝑡为全部地形质量对计算点产生的引力位，称为扰动位的地形影响或完全布格影

响；𝑇𝑅为局部地形质量对计算点产生的引力位，称为扰动位的局部地形影响；𝑇𝐵为厚

度等于地形高度的球壳质量对计算点产生的引力位，称为扰动位的球壳布格影响。 

由实际扰动位𝑇在地球外部的调和性质可知，扰动位的完全布格影响、局部地形影

响和球壳布格影响在地球外部均是调和的。 

球近似下，地球外部（𝑟 ≥ 𝑅 + ℎ，𝑅为地球平均半径）近地空间扰动位的完全布格

影响可展开为： 

𝑇𝑡 = 𝑇𝐵 + 𝑇𝑅 = 4𝜋𝐺𝜌0
𝑅2ℎ

𝑟
(1 +

ℎ

𝑅
+

ℎ2

3𝑅2
) + 𝑇𝑅                                           （5.2） 

式中：𝐺为万有引力常数；ℎ为地球外部计算点正下方的地形高程；𝑟为计算点的地心距；

𝜌0为地面到大地水准面间地形的几何平均密度，取地形密度𝜌0 =2.67×10³kg/m³。 

（2）扰动重力的完全布格影响 

将（5.1）式代入扰动重力定义式，可得球近似下地球外部任意高度上： 

𝛿𝑔 = −
𝜕𝑇𝑁𝑇

𝜕𝑟
−

𝜕𝑇𝑡

𝜕𝑟
= 𝛿𝑔𝑁𝑇 + 𝛿𝑔𝑡 = 𝛿𝑔𝑁𝑇 + 𝛿𝑔𝐵 + 𝛿𝑔𝑅                              （5.3） 

式中：𝛿𝑔𝑡称为扰动重力的完全布格影响；𝛿𝑔𝐵称为扰动重力的球壳布格影响；𝛿𝑔𝑅称为

扰动重力的局部地形影响。 

球近似下，地球外部近地空间扰动重力的完全布格影响： 

𝛿𝑔𝑡 = 𝛿𝑔𝐵 + 𝛿𝑔𝑅 = 4𝜋𝐺𝜌̃
𝑅2ℎ

𝑟2
(1 +

ℎ

𝑅
+

ℎ2

3𝑅2
) + 𝛿𝑔𝑅                                     （5.4） 

式（5.2）、（5.4）截断到ℎ/𝑅的二次项，因此只适合地面及近地空间（如航空高度），
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但不适合卫星高度。 

7.5.2 地球外部局部地形影响积分公式 

（1）扰动位局部地形影响 

根据定义，仅考虑地表密度𝜌，扰动位的局部地形影响可表示为： 

𝑇𝑅 = γ𝜁𝑅 = 𝐺𝜌∬ ∫ 𝐿−1(𝑟, 𝜓, 𝑟′)
𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′

𝑠
𝑑s                                              （5.5） 

式中：𝑑𝑠 = 𝑟′2𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑑𝜑′𝑑𝜆′为地面积分面元；𝐿 = √𝑟2 + 𝑟′2 − 2𝑟𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓为流动点（即

积分体元𝑑𝑉 = 𝑑𝑟′𝑑s）到计算点的空间距离。 

∫𝐿−1(𝑟, 𝜓, 𝑟′) 𝑑𝑟′ = 𝑙𝑛(𝑟′ − 𝑟𝑡 + 𝐿) + 𝐶                                                     （5.6） 

式中，𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝜓，𝐶为积分常数；。 

当计算点与流动点位置相同时，扰动位局部地形影响积分奇异： 

𝑇𝑅|0 =
1

6
𝐺𝜌0𝐴0√𝐴0/𝜋(ℎ𝑥𝑥 + ℎ𝑦𝑦)                                                             （5.7） 

式中：𝜌0为计算点的地形密度；𝐴0为计算点积分面元的面积；ℎ𝑥𝑥 , ℎ𝑦𝑦为计算点的地形

在北方向𝑥和东方向𝑦的二阶水平偏导数。 

（2）扰动重力局部地形影响 

根据扰动重力定义，可得扰动重力的局部地形影响： 

𝛿𝑔𝑅 = −𝑇𝑟
𝑅 = −

𝜕𝑇𝑅

𝜕𝑟
= −𝐺𝜌∬ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑑𝑠

𝑠
                               （5.8） 

式中：∫
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟
𝑑𝑟′ = −∫

𝑟−𝑟′𝑡

𝐿3
𝑑𝑟′ = −

𝑟′

𝑟𝐿
+ 𝐶                                                 （5.9） 

当计算点与流动点位置相同时，扰动重力局部地形影响积分奇异： 

𝛿𝑔𝑅|0 =
1

2
𝐺𝜌0√𝜋𝐴0(ℎ𝑥

2 + ℎ𝑦
2)                                                                  （5.10） 

式中：(ℎ𝑥 , ℎ𝑦)为计算点的地形坡度向量。 

（3）垂线偏差局部地形影响 

顾及
𝜕𝜓

𝜕𝜑
= −𝑐𝑜𝑠𝛼,

𝜕𝜓

𝜕𝜆
= −𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼，有： 

𝜉𝑅 =
𝑇𝜃
𝑅

𝛾𝑟
= −

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜑
= −

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜑
=

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝛼  

=
𝐺𝜌

𝛾𝑟
∬ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠

𝑠
                                                    （5.11） 

𝜂𝑅 = −
𝑇𝜆
𝑅

𝛾𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
= −

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝜕𝜆
= −

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜆
=

𝜕𝑇𝑅

𝛾𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼  

=
𝐺𝜌

𝛾𝑟
∬ ∫

𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
                                                    （5.12） 

式中：∫
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑑𝑟′ =

𝑟−𝑟′𝑡

𝐿𝑠𝑖𝑛𝜓
+ 𝐶                                                                      （5.14） 

𝛼是𝜓的大地方位角，由球面三角公式可得： 

𝑠𝑖𝑛𝜓𝑐𝑜𝑠𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆)                                      （5.14） 
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𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆)                                                                   （5.15） 

（4）扰动重力梯度局部地形影响 

𝑇𝑟𝑟
𝑅 =

𝜕2

𝜕𝑟2
𝑇𝑅 = 𝐺𝜌∬ ∫

𝜕2𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟2
𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′

𝑠
𝑑s                                          （5.16） 

式中：∫
𝜕2𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝑟2
𝑑𝑟′ = ∫ [−

1

𝐿3
+

3(𝑟−𝑟′𝑡)2

𝐿5
] 𝑑𝑟′ =

𝑟′

𝑟2𝐿
+

𝑟′(𝑟−𝑟′𝑡)

𝑟𝐿3
+ 𝐶                 （5.17） 

（5）水平重力梯度局部地形影响 

𝑇𝑁𝑁
𝑅 =

1

𝑟
𝑇𝑟
𝑅 +

1

𝑟2
𝑇𝜃𝜃
𝑅 = −

1

𝑟
𝛿𝑔𝑅 −

1

𝑟2
𝑇𝜑𝜑
𝑅                                                      （5.18） 

𝑇𝑊𝑊
𝑅 =

1

𝑟
𝑇𝑟 +

1

𝑟2
𝑇𝜃𝑐𝑡𝑔𝜃 +

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑇𝜆𝜆 = −

1

𝑟
𝛿𝑔𝑅 +

𝛾

𝑟
𝜉𝑅𝑐𝑡𝑔𝜃 +

1

𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜑
𝑇𝜆𝜆
𝑅     （5.19） 

𝑇𝜑𝜑
𝑅 =

𝜕2𝑇𝑅

𝜕𝜓2

𝜕2𝜓

𝜕𝜑2 , 𝑇𝜆𝜆
𝑅 =

𝜕2𝑇𝑅

𝜕𝜓2

𝜕2𝜓

𝜕𝜆2
                                                               （5.20） 

将（5.14）式两边对𝜑求偏导，顾及
𝜕𝜓

𝜕𝜑
= −𝑐𝑜𝑠𝛼,

𝜕𝜓

𝜕𝜆
= −𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼，有： 

−𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜑2 = −sin𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆)，从而可得： 

𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜑2 = −sin𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆) + 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠2𝛼                （5.21） 

同理，将（5.15）式两边对𝜆求偏导，有： 

−𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛2𝛼 + 𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜆2
= −𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆)，从而可得： 

𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝜆2
= −𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆) + 𝑐𝑜𝑠𝜓𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛2𝛼                                     （5.22） 

将扰动位局部地形影响积分式（5.5）两边对球面角距𝜓求二阶偏导数，得： 

𝜕2𝑇𝑅

𝜕𝜓2 = 𝐺𝜌∬ ∫
𝜕2

𝜕𝜓2

1

𝐿

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑑𝑠

𝑠
= 𝐺𝜌∬ ∫

𝜕2

𝜕𝜓2

1

√𝑟2+𝑟′2−2𝑟𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′𝑑𝑠

𝑠
（5.23） 

∫
𝜕2

𝜕𝜓2

1

𝐿
𝑑𝑟′ =

𝑟′(6𝑟2+4𝑟′2+6𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜓−𝑟𝑟′𝑐𝑜𝑠3𝜓)−𝑟𝑡(4𝑟2+11𝑟′2)

4𝐿3𝑠𝑖𝑛2𝜓
                      （5.24） 

7.5.3 局部地形影响积分 FFT 快速算法 

（1）扰动位局部地形影响快速算法 

采用局部球面极坐标系，令𝑧轴为地心向径方向（天顶方向），零点𝑧 = 0位于计算

点正下方地形面，ℎ̃为计算点相对地形面的高度，此时有𝑑𝑧 = 𝑑𝑟′，𝑑ℎ̃ = 𝑑𝑟，则扰动位

局部地形影响积分式（5.5）式等价于： 

𝑇𝑅 = 𝐺𝜌∬ ∫
𝑑𝑧

𝐿

Δℎ

0
𝑑𝑠

𝑠
= 𝐺𝜌∬ ∫

𝑑𝑧

√(ℎ̃−𝑧)
2
+𝑙2

Δℎ

0
𝑑𝑠

𝑠
  

= 𝐺𝜌∬ [𝑙𝑛
√(ℎ̃−𝛥ℎ)2+𝑙2−ℎ̃+𝛥ℎ

√(ℎ̃−𝛥ℎ)2+𝑙2+ℎ̃−𝛥ℎ
− 𝑙𝑛

√ℎ̃2+𝑙2−𝐻

√ℎ̃2+𝑙2+𝐻
] 𝑑𝑠

𝑠
                                   （5.25） 

式中：𝛥ℎ为地面流动积分面元𝑑𝑠相对于计算点正下方地形面的高差；𝑙 = 2𝑟0𝑠𝑖𝑛(𝜓/2)为

流动面元到计算点的球面距离，𝑟0为计算点正下方地形面的地心距，𝜓为流动点到计算

点的球面角距。 
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将（5.25）式被积函数在𝑧 = 0附近展开至 3 阶，得： 

𝑇𝑅 = 𝐺𝜌∬ [
1

ℒ
𝛥ℎ +

ℎ̃

2ℒ3
𝛥ℎ2 +

2ℎ̃
2
−𝑙2

6ℒ5
𝛥ℎ3] 𝑑𝑠

𝑠
                                               （5.26） 

式中：ℒ = √ℎ̃2 + 𝑙2为𝑧 = 0上的流动面元𝑑𝑠到计算点的空间距离（ℒ ≠ 𝐿，而𝐿为流动体

元𝑑𝑧𝑑𝑠到计算点的空间距离）。 

顾及∆ℎ2 = ℎ′2 − 2ℎ′ℎ + ℎ2，∆ℎ3 = ℎ′3 − 3ℎ′2ℎ + 3ℎ′ℎ2 − ℎ3，（5.26）式右边每一

项均可采用 FFT 算法进行快速计算。其中，ℎ为计算点正下方的地形高度，ℎ′为流动面元

的地形高度。 

（2）扰动重力局部地形影响快速算法 

同理，扰动重力局部地形影响积分式（5.8）等价于 

𝛿𝑔𝑅 =
𝐺𝜌

𝑟
∬ [

(𝑟0+𝑧)

√(ℎ̃−𝑧)2+𝑙2
]
0

∆ℎ

𝑑𝑠
𝑠

=
𝐺𝜌

𝑟
∬ [

𝑟0+𝛥ℎ

√(ℎ̃−𝛥ℎ)
2
+𝑙2

−
𝑟0

ℒ
] 𝑑𝑠

𝑠
                     （5.27） 

将（5.27）式被积函数在𝑧 = 0附近展开至 4 阶，得： 

𝛿𝑔𝑅 =
𝐺𝜌

𝑟
∬ [

𝑟ℎ̃+ℒ2

ℒ3
𝛥ℎ+

2ℎ̃ℒ2+𝑟0(2ℎ̃
2
−𝑙2)

2ℒ5
𝛥ℎ2 +

2ℎ̃
3
𝑟+ℎ̃

2
𝑙2−3𝑟0ℎ̃𝑙

2−𝑙4

2ℒ7
𝛥ℎ3

+
8𝑟ℎ̃

4
−4ℎ̃

3
𝑙2−12ℎ̃𝑙4−24𝑟0ℎ̃

2
𝑙2+3𝑙4𝑟0

8ℒ9
𝛥ℎ4

] 𝑑𝑠
𝑠

         （5.28） 

其中，∆ℎ4 = ℎ′4 − 4ℎ′3ℎ + 6ℎ2ℎ′2 − 4ℎ′ℎ3 + ℎ4。 

式（5.28）右边各项均可用快速 FFT 算法计算。 

（3）垂线偏差局部地形影响快速算法 

将垂线偏差局部地形影响积分公式中被积函数在𝑧 = 0附近展开至 3 阶： 

∫
𝜕𝐿−1(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′  

= −
𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

ℒ3
𝛥ℎ −

3ℎ̃𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

2ℒ5
𝛥ℎ2 − [

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓

3ℒ5
+

5𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜓(2ℎ̃2−𝑙2)

6ℒ7
]𝛥ℎ3                 （5.29） 

将（5.29）分别代入（5.11）（5.12）式，就可实现 FFT 算法快速计算垂线偏差局部

地形影响。 

（4）扰动重力梯度局部地形影响快速算法 

扰动重力梯度局部地形影响积分式（5.16）等价于 

𝑇𝑟𝑟
𝑅 = 𝐺𝜌∬ [

ℎ̃−𝛥ℎ

((ℎ̃−𝛥ℎ)2+𝑙2)3 2⁄ −
ℎ̃

ℒ3
]

𝑠
𝑑𝑠                                                         （5.30） 

将（5.30）式被积函数在𝑧 = 0附近展开至 3 阶，得： 

𝑇𝑟𝑟
𝑅 = 𝐺𝜌∬ [

2ℎ̃2−𝑙2

ℒ5
𝛥ℎ −

3ℎ̃(2ℎ̃2−3𝑙2)

2ℒ7
𝛥ℎ2 +

4ℎ̃4+6𝑟4−12ℎ̃2𝑙2−(6𝑟4+3𝑟2𝑙2)𝑡

ℒ9
𝛥ℎ3

]
𝑠

𝑑𝑠                                       （5.31） 

（5）水平重力梯度局部地形影响快速算法 
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式（5.23）中被积函数等价于 

∫
𝜕2

𝜕𝜓2

1

𝐿

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′ = ∫

𝜕2

𝜕𝜓2

1

√(ℎ̃−𝑧)
2
+4𝑟0

2𝑠𝑖𝑛2(𝜓/2)

𝑑𝑧
𝛥ℎ

0
  

=
1

8𝑠𝑖𝑛2
𝜓

2

[
ℎ̃(2ℒ2+𝑟0

2𝑠𝑖𝑛2𝜓)

ℒ3
−

(ℎ̃−∆ℎ)(2ℒ2+𝑟0
2𝑠𝑖𝑛2𝜓−4ℎ̃∆ℎ+2∆ℎ2)

(ℒ2−2ℎ̃∆ℎ+∆ℎ2)3 2⁄ ]                     （5.32） 

在𝑧 = 0附近展开至 3 阶，得： 

∫
𝜕2

𝜕𝜓2

1

𝐿

𝑅+ℎ′

𝑅+ℎ
𝑑𝑟′ = −

2(ℎ̃2+2𝑟0
2)𝑐𝑜𝑠𝜓+𝑟0

2(−5+𝑐𝑜𝑠2𝜓)

2𝐿5
𝑟0
2∆ℎ  

+
6(ℎ̃2+2𝑟0

2)𝑐𝑜𝑠𝜓+3𝑟0
2(−7+3𝑐𝑜𝑠2𝜓)

4ℒ7
ℎ̃𝑟0

2𝛥ℎ2  

+
(8ℎ̃4+12ℎ̃2𝑟0

2−19𝑟0
4)𝑐𝑜𝑠𝜓−𝑟0

2(36ℎ̃2−18𝑟0
2−(24ℎ̃2−2𝑟0

2)𝑐𝑜𝑠2𝜓+3𝑟0
2𝑐𝑜𝑠3𝜓)

4ℒ9
𝑟0
2𝛥ℎ3   （5.33） 

若计算点也在地面上，则有ℎ̃ = 0，ℒ = 𝑙，公式（5.25）~（5.33）因此能得到大幅

度简化。 

 

 

 


