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扰动重力场空域边值积分算法公式 

7.9.1 广义 Stokes 与 Hotine 积分公式 

（1）已知地球外部某一等位面上空间异常𝛥𝑔，地球外部空间计算点的扰动位

𝑇(𝑟, 𝜃, 𝜆)或高程异常𝜁(𝑟, 𝜃, 𝜆)，可用广义 Stokes 积分公式计算：  

𝑇(𝑟, 𝜃, 𝜆) = 𝛾𝜁(𝑟, 𝜃, 𝜆) =
1

4𝜋
∬ 𝛥𝑔′𝑆(𝑟, 𝜓, 𝑟′)𝑑𝑠
𝑠

                                         （9.1） 

式中：𝑟′为空间异常𝛥𝑔′所在等位面上流动点（面元𝑑𝑠）的地心距；𝑆(𝑟, 𝜓, 𝑟′)称为广义

Stokes 核函数，且： 

𝑆(𝑟, 𝜓, 𝑟′) =
2

𝐿
+

1

𝑟
−

3𝐿

𝑟2
−

5𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
−

3𝑟′

𝑟2
𝑐𝑜𝑠𝜓𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
                              （9.2） 

式中：𝐿为流动点到计算点的空间距离。 

当计算点与流动点位置相同时，积分奇异： 

𝜁|0 =
𝐴0

𝛾
∆𝑔0                                                                                               （9.3） 

（2）已知地球外部某一等位面上扰动𝛿𝑔，地球外部空间计算点的扰动位𝑇(𝑟, 𝜃, 𝜆)或

高程异常𝜁(𝑟, 𝜃, 𝜆)，可用广义 Hotine 积分公式计算：  

𝑇(𝑟, 𝜃, 𝜆) = 𝛾𝜁(𝑟, 𝜃, 𝜆) =
1

4𝜋
∬ 𝛿𝑔′𝐻(𝑟,𝜓, 𝑟′)𝑑𝑠
𝑠

                                        （9.4） 

式中：𝐻(𝑟,𝜓, 𝑟′)为广义 Hotine 核函数，且：  

𝐻(𝑟,𝜓, 𝑟′) =
2

𝐿
−

1

𝑟
−

3𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
−

1

𝑟′
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
                                             （9.5） 

当计算点与流动点位置相同时，积分奇异： 

𝜁|0 =
𝐴0

𝛾
𝛿𝑔0                                                                                               （9.6） 

若取𝑟、𝑟′为常量，广义 Stokes/Hotine 积分公式可用 FFT 算法进行快速计算。 

7.9.2 广义 Vening-Meinesz 积分公式 

对广义 Stokes 公式两端求水平导数，得： 

𝜉 =
−1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛥𝑔′

𝜕𝑆(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜑
𝑑𝑠

𝑠
，𝜂 =

−1

4𝜋𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑𝛾
∬ 𝛥𝑔′

𝜕𝑆(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝜆
𝑑𝑠

𝑠
          （9.7） 

对𝑐𝑜𝑠𝜓 = 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆)                                               （9.8） 

两边进行微分运算得： 

−𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕𝜓

𝜕𝜑
= 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆)                                        （9.9） 

−𝑠𝑖𝑛𝜓
𝜕𝜓

𝜕𝜆
= 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆)                                                           （9.10） 

由球面三角公式可得： 

𝑠𝑖𝑛𝜓𝑐𝑜𝑠𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑′ − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑐𝑜𝑠(𝜆′ − 𝜆)                                      （9.11） 
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𝑠𝑖𝑛𝜓𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜑′𝑠𝑖𝑛(𝜆′ − 𝜆)                                                                  （9.12） 

综合（9.9）~（9.12）可得： 

𝜕𝜓

𝜕𝜑
= −𝑐𝑜𝑠𝛼,

𝜕𝜓

𝜕𝜆
= −𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝛼                                                               （9.13） 

代入（9.7）得： 

𝜉 =
1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛥𝑔′

𝜕𝑆(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠

𝑠
，𝜂 =

1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛥𝑔′

𝜕𝑆(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
         （9.14） 

顾及𝐿 = √𝑟2 + 𝑟′2 − 2𝑟𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓，得： 

𝜕

𝜕𝜓
𝐿 =

𝑟𝑟′

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜓，

𝜕

𝜕𝜓

1

𝐿
= −

1

𝐿2
𝜕

𝜕𝜓
𝐿 = −

𝑟𝑟′

𝐿3
𝑠𝑖𝑛𝜓                                         （9.15） 

𝜕

𝜕𝜓
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
=

1

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿
(
𝑟𝑟′

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜓 + 𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓) =

𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟+𝐿−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝐿+𝑟

𝐿
           （9.16） 

𝜕

𝜕𝜓
𝑆(𝑟, 𝜓, 𝑟′) =

𝜕

𝜕𝜓
(
2

𝐿
+

1

𝑟
−

3𝐿

𝑟2
−

5𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
−

3𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
)  

=
𝜕

𝜕𝜓

2

𝐿
−

3

𝑟2
𝜕

𝜕𝜓
𝐿 +

5𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟2
+

3𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟2
𝑙𝑛

𝑟+𝐿−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

2𝑟
−

3𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
𝜕

𝜕𝜓
𝑙𝑛

𝑟+𝐿−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

2𝑟
   

= (−
2𝑟𝑟′

𝐿3
−

3𝑟′

𝑟𝐿
+

5𝑟′

𝑟2
+

3𝑟′

𝑟2
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
−

3𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
𝑟′

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝐿+𝑟

𝐿
) 𝑠𝑖𝑛𝜓   

= [−
2𝑟

𝐿3
−

3

𝑟𝐿
+

5

𝑟2
+

3

𝑟2
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

2𝑟
−

3𝑟′(𝐿+𝑟)𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2𝐿(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)
] 𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓                   （9.17） 

同理对广义 Hotine 公式两端求水平导数，可得： 

𝜉 =
1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛿𝑔′

𝜕𝐻(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑑𝑠

𝑠
，𝜂 =

1

4𝜋𝑟𝛾
∬ 𝛿𝑔′

𝜕𝐻(𝑟,𝜓,𝑟′)

𝜕𝜓
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑑𝑠

𝑠
       （9.18） 

由于 

𝜕

𝜕𝜓
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
=

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

(
𝑟𝑟′

𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜓+𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓)𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)+(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)𝑟𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟2(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)2
  

=
𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝐿+𝑟

𝐿
𝑟′(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)+(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)

1−𝑐𝑜𝑠𝜓
= [

𝑟′(𝐿+𝑟)

(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)𝐿
+

1

1−𝑐𝑜𝑠𝜓
] 𝑠𝑖𝑛𝜓     （9.19） 

因此有： 

𝜕

𝜕𝜓
𝐻(𝑟, 𝜓, 𝑟′) =

𝜕

𝜕𝜓
(
2

𝐿
−

1

𝑟
−

3𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓

𝑟2
−

1

𝑟′
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
)  

=
𝜕

𝜕𝜓

2

𝐿
+

3𝑟′𝑠𝑖𝑛𝜓

𝑟2
−

1

𝑟′
𝜕

𝜕𝜓
𝑙𝑛

𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿

𝑟(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
   

= [−
2𝑟𝑟′

𝐿3
+

3𝑟′

𝑟2
−

𝐿−𝑟

(𝑟−𝑟′𝑐𝑜𝑠𝜓+𝐿)𝐿
+

1

𝑟′(1−𝑐𝑜𝑠𝜓)
] 𝑠𝑖𝑛𝜓                                     （9.20） 

式（9.14）、（9.18）也称为广义 Vening-Meinesz 公式，式（9.17）、（9.20）为广义

Vening-Meinesz 核函数。 

利用（9.14）式，可以由某一等位面上的空间异常计算地球外部或地面任意点的垂

线偏差。利用（9.18）式，可以由某一等位面上的扰动重力计算地球外部或地面任意点

的垂线偏差。 
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将𝑟、𝑟′近似为常数，广义 Vening-Meinesz 积分公式（9.14）、（9.18）可用 FFT 算法

进行快速计算。 

7.9.3 扰动重力场元逆运算积分公式 

（1）高程异常积分计算扰动重力 

根据扰动重力定义，对扰动位𝑇的 Poisson 积分公式取垂线方向导数，  

𝛿𝑔 =
𝜕𝑇

𝜕𝑛
≈ −

𝛾𝜕𝜁

𝜕𝑟
= −

𝛾

2𝜋
∬

𝜁−𝜁𝑝

𝑙3
𝑑𝑠

𝑠
                                                           （9.21） 

式中：𝑛为铅垂线方向（与向径𝑟方向反向）；𝑙为球面上计算点与流动点之间的距离。 

𝑙 = 2𝑟 𝑠𝑖𝑛
𝜓

2
                                                                                              （9.22） 

式（9.21）也称为球近似下逆 Hotine 积分公式。 

当流动点与计算点重合时，积分奇异： 

𝛿𝑔|0 =
𝛾√𝐴0 𝜋⁄

4
(𝜁𝑥𝑥 + 𝜁𝑦𝑦)                                                                        （9.23） 

式中𝜁𝑥𝑥、𝜁𝑦𝑦为计算点的高程异常二阶水平偏导数，𝛾𝜁𝑥𝑥、𝛾𝜁𝑦𝑦分别为水平重力梯度北

向、水平重力梯度东向。 

利用（9.21）式，可以由等位面上的高程异常计算该等位面上的扰动重力。 

由于扰动重力𝛿𝑔是扰动位𝑇沿垂线方向𝑛的导数，因此，式（9.21）要求边界面（高

程异常所在面）是等位面。 

（2）高程异常积分计算空间异常 

将重力测量基本方程代入式（9.21）得： 

𝛥𝑔 = −
𝛾

2𝜋
∬

𝜁−𝜁𝑝

𝑙3
𝑑𝑠

𝑠
−

𝜁𝛾

2𝑟
                                                                       （9.24） 

式（9.24）也称为球近似下逆 Stokes 积分公式。 

利用（9.24）式，可以由等位面上的高程异常计算该等位面上的空间异常。 

（3）垂线偏差积分计算高程异常 

𝜁 =
𝑟

4𝜋
∬ 𝑐𝑡𝑔

𝜓

2
(𝜉𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝜂𝑠𝑖𝑛𝛼)

σ
𝑑𝜎                                                        （9.25） 

当流动点与计算点重合时，积分奇异： 

𝜁|0 =
𝐴0

4𝜋
(𝜉𝑦 + 𝜂𝑥)                                                                                    （9.26） 

式中：𝜉𝑦、𝜂𝑥分别为𝜉和𝜂在东方向和北方向的偏导数。 

利用（9.25）式，可由等位面上的垂线偏差计算该等位面上的高程异常。 

（4）垂线偏差积分计算空间异常 

𝛥𝑔 = −
𝛾

4𝜋
∬ (3𝑐𝑠𝑐𝜓 − 𝑐𝑠𝑐𝜓𝑐𝑠𝑐

𝜓

2
− 𝑡𝑔

𝜓

2
) (𝜉𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝜂𝑠𝑖𝑛𝛼)

𝜎
𝑑𝜎               （9.27） 

当流动点与计算点重合时，积分奇异： 
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𝛥𝑔|0 = −
𝛾√𝐴0 𝜋⁄

4
(𝜉𝑦 + 𝜂𝑥)                                                                         （9.28） 

利用（9.27）式，可由等位面上的垂线偏差计算该等位面上的空间异常。 

（5）垂线偏差积分计算扰动重力 

由重力测量基本方程，顾及（9.25）和（9.27）式，可得到由垂线偏差计算扰动重

力的公式：  

𝛿𝑔 =
−𝛾

4𝜋
∬ (3𝑐𝑠𝑐𝜓 − 𝑐𝑠𝑐𝜓𝑐𝑠𝑐

𝜓

2
− 𝑡𝑔

𝜓

2
− 2𝑐𝑡𝑔

𝜓

2
) (𝜉𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝜂𝑠𝑖𝑛𝛼)

𝜎
𝑑𝜎    （9.29） 

利用（9.29）式，可由等位面上的垂线偏差计算该等位面上的扰动重力。 

当流动点与计算点重合时，积分奇异： 

𝛿𝑔|0 = −
𝛾

2𝜋
(√𝜋𝐴0 +

𝐴0

𝑟
) (𝜉𝑦 + 𝜂𝑥)                                                          （9.30） 

式（9.25）、（9.27）、（9.29）也称为球近似下逆 Vening-Meinesz 积分公式。 

将𝑟近似为常数，则上述所有扰动场元积分逆运算（9.21）、（9.24）、（9.25）、（9.27）

和（9.29）式，均可用 FFT 算法进行快速计算。 

7.9.4 扰动场元积分正反运算公式 

（1）扰动场元 Poisson 积分公式 

任意类型扰动重力场元𝜇都可用扰动位或其对坐标偏导数的任意线性组合，因此，

其径向梯度计算方法及场元 Poisson 积分公式都相同。 

已知某一边界面上扰动重力场元，则地球外部任意点(𝑟, 𝜃, 𝜆)处同类型场元满足的

Poisson 积分关系： 

𝜇(𝑟, 𝜃, 𝜆) =
1

4𝜋𝑟
∬ 𝜇′

𝑟2−𝑟′2

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
                                                                  （9.31） 

当流动点与计算点重合时，𝜓 → 0，𝑟′ → 𝑟𝑡，𝐿 → 𝑟𝜓，𝑟 − 𝑟′𝑡 → 𝑟𝜓2，扰动场元的

Poisson 积分式在计算点处奇异。顾及 

𝑑s = 𝑟′2𝑠𝑖𝑛𝜓𝑑𝜓𝑑𝛼 = 𝜋𝑟2𝜓0
2                                                                    （9.32） 

可得：
1

4𝜋𝑟
∬

𝑟2−𝑟′2

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
=

1

2𝑟
∫ 𝑟2

𝜓2

𝑟3𝜓3 𝑟
2𝜓𝑑𝜓

𝜓0

0
=

1

2
𝜓0 =

1

2𝑟
√𝑑s/𝜋                      （9.33） 

因此有：𝜇|0 =
𝜇′

2𝑟
√𝑑s/𝜋                                                                           （9.34） 

（2）扰动场元径向梯度积分公式 

已知某一等位面上扰动重力场元，则 Stokes 框架中该场元的径向梯度可采用如下积

分式计算： 

𝜕𝜇

𝜕𝑟
=

1

2𝜋
∬

𝜇−𝜇′

𝑙3
𝑑𝑠

𝑠
                                                                                   （9.35） 

将𝑟、𝑟′视为常量后，式（9.31）（9.35）可用 FFT 算法进行快速计算。 

（3）扰动重力梯度积分正反算公式 

①已知地球外部某一等位面上扰动重力梯度𝑇𝑟𝑟，地球外部空间计算点(𝑟, 𝜃, 𝜆)的扰
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动重力𝛿𝑔 = −𝑇𝑟满足如下积分公式：  

𝛿𝑔(𝑟, 𝜃, 𝜆) =
1

4𝜋
∬ 𝑇𝑟𝑟𝐻(𝑟,𝜓, 𝑟

′)𝑑𝑠
𝑠

                                                         （9.36） 

式中：𝐻(𝑟,𝜓, 𝑟′)为广义 Hotine 核函数。 

②已知某一等位面上扰动重力𝛿𝑔，则该等位面上任意点的扰动重力梯度可采用如下

积分式计算： 

𝑇𝑟𝑟 =
1

2𝜋
∬

𝛿𝑔−𝛿𝑔′

𝑙3
𝑑𝑠                                                                                 （9.37） 

（4）扰动重力积分计算扰动重力梯度 

已知某一边界面上扰动重力𝛿𝑔，也可以计算地球外部计算点(𝑟, 𝜃, 𝜆)的扰动重力梯

度𝑇𝑟𝑟。 

将 Poisson 积分式（9.31）用于扰动重力𝛿𝑔，有： 

𝛿𝑔(𝑟, 𝜃, 𝜆) =
1

4𝜋𝑟
∬ 𝛿𝑔′

𝑟2−𝑟′2

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
                                                             （9.38） 

顾及𝑇𝑟𝑟 =
𝜕

𝜕𝑟
(
𝜕

𝜕𝑟
𝑇) = −

𝜕

𝜕𝑟
(𝛿𝑔)，将（9.38）式两边对𝑟求偏导，得： 

𝑇𝑟𝑟 = −
1

4𝜋𝑟
∬ 𝛿𝑔′

𝜕

𝜕𝑟

𝑟2−𝑟′2

𝐿3
𝑑𝑠

𝑠
=

1

4𝜋𝑟
∬ 𝛿𝑔′

𝑟3−5𝑟𝑟′2+(𝑟2+3𝑟′2)𝑟′2𝑐𝑜𝑠𝜓

𝐿5
𝑑𝑠

𝑠
    （9.39） 

由边界面扰动重力计算地球外部扰动重力梯度的（9.39）式，从第一边值问题解

Poisson 积分公式导出，因此，不要求边界面必须是重力等位面。 

 

 

 


